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基于三点重合算法的飞机活动面转角测量研究

段曙凯，李徐辉，吴　熙，潘智昊
（上海飞机制造有限公司，上海　２０１３２４）

摘要：针对在飞机活动面转角的拍摄方法或激光跟踪仪方法中，对其样点数据处理算法进行研究，提出了一种可得到较高精

度算法，即选取三点建立三角面片，通过将三角面片在前后运动的位置进行分步重合，从这个重合过程中的旋转矩阵可计算出转

动角度；通过对选取点与误差关系进行分析，提出了一种选取最优三点的方法以降低位置误差对角度误差的影响；最后，设计精

度验证实验；实验结果表明，三点重合算法的误差在０．０５度内，误差满足飞机活动面的转角测量要求。
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０　引言

飞机在空中飞行的姿态是通过飞机活动面转动来控制

的，为了验证活动面的转动是否符合要求，需要对活动面

的转动角度测量。飞机活动面的转动角度主要有这些方式：

线位移测量方式［１］、角度尺测量方式［２］、ＭＥＭＳ陀螺仪测

量方式［３］、拍摄测量方式和激光跟踪仪测量等方式。其中

线位移测量方式需要确定测量点或传感器安装点的位置，

该位置的测量误差会导致角度的误差。角度尺测量方式是

在活动面上安装角度尺进行测量，这需要注意角度尺的转

轴要与活动面的转轴平齐，这种方式由角度尺安装导致的

误差较严重。ＭＥＭＳ陀螺仪测量方式是对转动加速度进行

二次积分得到角度，借助重力进一步修正［４］，相当于倾角

传感器来测量［５］。但对于方向舵这种转轴比较垂直的活动

面［６］，修正效果不佳，使得测量精度不佳。

拍摄测量方式［７］和激光跟踪仪测量［８］方式都是在活动面

上取样点，对样点的空间坐标进行处理得到转动角度。由

于这两种测量方式在测量空间位置的精度都很高，其得到

的角度精度也很高。本文主要探讨从样点数据中计算得到

活动面的转动角度的方法，并提出一种计算角度精度较高

的算法。

１　二面夹角问题

二面夹角问题是指活动面的转动角度，不一定是活动

面上某个平面转动前后法线的夹角，其根本原因是刚体转

动角度不能由该刚体内某平面的转动角度来表征。通过拍

摄测量方式或激光跟踪仪方式来测量活动面的转动角度，

首先必须获得一定数量的活动面的样点。通过这些点构建

刚体，活动面的转动角度就是该刚体的转动角度。下面详

细分析活动面刚体的转动角度与该刚体内某一平面的法线

变化角度的区别。

通过拍摄测量或激光跟踪仪在活动面上采集一组样点，

如图１左侧图所示。由于活动面是刚性的，可采用刚体内

任意平面表征刚体的转动。

图右１侧图所示的三个点犃，犅，犆所在平面，转动前

该三点处于犃０，犅０，犆０ 的位置上，转动后处于犃１，犅１，犆１

的位置上。活动面转动的角度就是面 犃０犅０犆０ 转动到面

犃１犅１犆１的角度。

需要注意的是面犃０犅０犆０ 转动到面犃１犅１犆１ 的角度并非

是面犃０犅０犆０ 与面犃１犅１犆１ 的夹角
［９１０］，除非两个面的法矢

与转动轴垂直。也就是说，二面夹角不一定是转动的角度。

如图２所示，活动面绕某个轴转动，狀０ 是平面犃０犅０犆０ 的法
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图１　平面表征刚体的运动

矢，狀１是平面犃１犅１犆１的法矢。将平面犃０犅０犆０ 随着中心的

平移和狀０ 的直接转动，到平面犃１犅１犆１ 是在犃０’，犅０’和

犆０’的位置，并不和犃１，犅１和犆１重合。这是因为选取的平

面其法矢不与转动轴垂直所致。

图２　二面夹角不一定是转动角

活动面的转动可分解成法矢的转动和以法矢为轴的转

动。由于活动面是曲面的，基本不可能选择到这样的平面，

其法矢与活动面转轴垂直。在文献［２］中描述的方法是先确

定平面与其转轴的夹角，通过前后平面夹角、平面与转轴

夹角以及实际活动面转动夹角之间的关系计算实际平面的

转动夹角。这种方法的应用需事先确定选取平面与转轴的

夹角，对测量的操作要求较高。本文提出一种重合算法得

到活动面的转角，适用于随机选取平面的测量方法，这种

测量方法效率会有很大的提高，同时通过重合算法精度也

得以保证。

２　三点分步重合

基于上述分析，不能直接用二面夹角来表征活动面的转

角。因为两个平面的重合不一定是刚体的重合，但平面的三

角面片的重合就可以决定两个刚体的重合。当然重合的时候

需要注意方向，因为三角面片的重合会导致刚体两个方向的

重合，即三角面片正反面的重合，但只有一个方向可使得刚

体完全重合，后续会详细介绍。三角面片的重合无法一步到

位，需将三角面片内三个顶点分步重合。三点重合算法就是

三角面片的三个顶点分步重合，通过该算法计算得到三角面

片转动角度，从而计算活动面刚体的转动角度。以图１的三

个顶点为例，下面描述该分步重合的过程。

将犃０犅０犆０和犃１犅１犆１单独取出，先通过平移，将犃０重

合到犃１上，同时犅０平移到犅０’上，犆０平移到犆０’上。这

是第一个点的重合，该重合只是平移，没有旋转。如图３

所示。

图３　第一点的重合

将犅０’绕犃１点转动到犅１点上，此时犆０’转动到犆０’’

上，如图４所示。这个转动是直线定点转动，旋转轴线是

两条直线形成的平面的法线，转动角度是两条直线的夹角。

图４　第二点的重合

犃点的重合过程和犅 点重合过程可以合在一起用式

表示：

犅１－犃１＝ （犅０－犃０）·犕犅

式中，犕犅 是犅 点重合过程的旋转矩阵，即矢量犃１犅１ 旋转

到犃０犅０。旋转轴是直线犃１犅１与犃１犅０’形成的平面的法线。

由于犃１犅０’是犃１犅１ 平移所得，其两条直线的矢量是相同

的，所以旋转轴矢量狀犅 为：

狀犅 ＝
犃１犅１×犃０犅０

狘犃１犅１狘狘犃０犅０狘

　　转动角θ犅 为直线犃１犅１与犃１犅０’的夹角，也就是犃１犅１

与犃０犅０的夹角的余弦值为：

ｃｏｓθ犅 ＝
犃１犅１·犃０犅０

狘犃１犅１狘狘犃０犅０狘

根据罗德里格斯公式可得旋转矩阵犕犅：

犕犅 ＝ （１－ｃｏｓθ犅）·狀
＋
犅 ＋ｃｏｓθ犅·犐３＋ｓｉｎθ犅·狀

×
犅
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　　其中：狀
＋
犅 为旋转轴矢量狀犅 的张量矩阵，犐３为３阶单位

矩阵，狀×犅 为旋转轴矢量狀犅 对应的反对称矩阵。由于活动面

转动角度不会超过９０°，所以公式中的正弦值是正数。需要

注意的是使用罗德里格斯公式时，旋转轴矢量狀犅 需要单位

化。在犃重合过程和犅 重合过程中，犆点也同时运动犆’’

点上，其运动可表示为：

犆０’’－犃１＝ （犆０－犃０）·犕犅

　　最后一步就是犆的重合，也就是犆１ 与犆０’’重合，这

个过程需要将犃１犅１犆０’’绕犃１犅１轴旋转到犃１犅１犆１，如图５

所示。

图５　第三点的重合

旋转角度为犃１犅１犆０’’与犃１犅１犆１ 的夹角，即两个面的

法线夹角。犃１犅１犆１法线狀为：

狀＝犃１犆１×犃１犅１

　　犃１犅１犆０’’的法线狀’为：

狀’＝犃１犆０’’×犃１犅１

　　需要注意，参与计算狀与狀’的犃１犆１ 与犃１犆０’’方向

必须是同时是犃到犆，或者同时是犆到犃。转动角度的余

弦值为：

ｃｏｓθ犆 ＝
狀·狀’

狘狀狘·狘狀’狘

　　犃１犅１犆０’’旋转到犃１犅１犆１的旋转轴矢量为：

狀犆 ＝±
犃１犅１

狘犃１犅１狘

　　需要注意的是旋转轴矢量的方向，也就是式中的正负

号。三角面片的重合会使得刚体由两个方向的重合，正面

和反面重合，也就体现在狀的正负号上。在直线犃犅上任取

一点犇，连接出两条径向矢量犇犆１ 与矢量犇犆０’’，如图６

所示。矢量犇犆０’’转动到矢量犇犆１ 的旋转轴矢量为狀犇＝

犇犆０’’×犇犆１。

无论犇 在直线犃犅 哪个位置，犆点重合所绕的旋转轴

矢量狀犆 与狀犇 的夹角是锐角，才能保证右手旋转方向规则。

将犇选在犃 这个位置也满足要求，因此也必须要求旋转轴

矢量狀犆 与犃１犆０’’×犃１犆１成锐角。即：

图６　第三点的重合

狀犆 ＝

犃１犅１

狘犃１犅１狘
ｉｆ 犃１犅１·（犃１犆

’’
０ ×犃１犆１）＞０

－
犃１犅１

狘犃１犅１狘
ｉｆ 犃１犅１·（犃１犆

’’
０ ×犃１犆１）＜

烅

烄

烆
０

　　根据罗德里格斯公式可得旋转矩阵犕犆：

犕犆 ＝ （１－ｃｏｓθ犆）·狀
＋
犆 ＋ｃｏｓθ犆·犐３＋ｓｉｎθ犆·狀

×
犆

　　其中：狀
＋
犆 为旋转轴矢量狀犆 的张量矩阵，犐３为３阶单位

矩阵，狀×犆 为旋转轴矢量狀犆 对应的反对称矩阵。由于活动面

转动角度不会超过９０°，所以公式中的正弦值是正数。需要

注意的是使用罗德里格斯公式时，旋转轴矢量狀犆 需要单

位化。

使犅点重合的矩阵为犕犅，使犆点重合的矩阵为犕犆。

两个矩阵的合成为犕，该犕 即为活动面刚体的旋转矩阵。

犕 ＝犕犅犕犆

　　所以旋转角度为：

θ＝ａｒｃｃｏｓ
狋狉（犚）－１

２

式中，θ是三点分步重合的角度，也是活动面转动的角度，

狋狉 （犚）是矩阵犚的迹。

三点分步旋转重合是三角面片的重合过程，通过该过

程得到三角面片的重合角度，也就得到活动面的角度旋转

角度。三点分步的第一步是先平移是某个点在运动前后位

置重合。再绕已经重合的点将另一点旋转重合，这样面片

的一条线段也重合。最后，以该线段为旋转轴，将另一点

旋转重合。两次旋转重合对应的旋转矩阵相乘即得到最终

的旋转矩阵，通过该旋转矩阵得到最终的转动角，也就是

活动面的转动角。这就是三点重合算法的大概过程。

３　误差与三点选取

三点分步重合算法的精度依赖于选取的三个点，由于

点位测量会有一定的误差，如果选取的点能将这些点位误

差对角度的影响降到最低，那么三点分步重合算法的精度

就最高。在径向上选取两点犃和犅，运动前犃和犅 分别在

犃０和犅０的位置上，运动后犃和犅 分别在犃１ 和犅１ 的位置

上。将这些点向垂直于转动轴的平面投影，并将犅０ 和犅１

重合，如图７所示。

犃’１是犃运动后的实际位置，犃１是测量的位置。犃１ 与

犃’１之间的误差既有犃 点测量的误差，又有犅点测量的误

差，即为δ狆犃＋δ狆犅。该误差所导致角度的误差与该误差的

关系为：

δθ＝
δ狆犃＋δ狆犅

ｄ
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图７　误差分析示意图

式中，犱为犃 和犅 的距离。可知在径向上，如果选取两点

的径向距离越大，其位置误差引起的角度误差越小。众所

周知，若一个点离转动轴越远，同一个角度下，其运动的

距离也就越大。若一个点离转动轴越近，同一个角度下，

其运动的距离也就越小。因此径向方向上两点的选取可以

通过运动位移作为选择最佳两点的标准。通过该标准，选

取位移最大的和位移最小的两个点。

基于以上分析，设计如图８的寻找最优两点的程序。

程序流程图中的犻是点的编号，狆犻是点犻运动前的坐标，狇犻

是运动后的坐标。犱犻是编号犻的点运动前后的距离。犱ｍａｘ是

用于存储当前所遍历到第犻个点时发现的最大运动距离的变

量，犱ｍｉｎ为存储发现的最小距离的变量。该程序最后输出的

是运动最大距离的点的编号和运动最小距离的点的编号。

图８　最优两点的搜寻流程图

可在轴向上选取一点，根据同样的原理，如果犆点离

犃 和犅 的距离最远，如图９所示，那么犆点测量的位置误

差对角度误差影响最小。也就是说如果点犃、点犅和点犆

形成的三角面片的面积最大，那么位置误差对角度误差的

影响最小。

图９　最优第三点的位置

三角形ＡＢＣ的面积计算如下：

犛＝狘犃犅×犃犆狘

　　使Ｓ最大点就是选取的第三点Ｃ。

４　试验结果与分析

为验证三点分步重合算法的精度，进行精度验证试验。

采用转台作为实际的转动角度基准。在转台上设置两个面，

一个是曲面，一个是平面。平面的法线与转台转动轴线垂

直，曲面可以形成与转台轴线不垂直的面。转台在－２５到

２５度之间运动，每５度测量三次。为了样点测量方便，采

用拍照测量方式。即在平面和曲面上事先贴上标记点，再

通过这些标记点计算平面和曲面的转动角度，再与实际转

台的角度进行对比，形成如下实验数据。

表１　精度验证实验数据 单位：度

实际角度
轴线不垂直 轴线垂直

测量角度 测量误差 测量角度 测量误差

－２５．００００ －２５．００４ －０．００４０ －２５．０１４ －０．０１４０

－２５．００００ －２４．９９９ ０．００１０ －２５．０１８ －０．０１８０

－２５．００００ －２４．９９４ ０．００６０ －２５．００８ －０．００８０

－２０．０００１ －２０．０２３ －０．０２２９ －２０．００４ －０．００３９

－２０．０００１ －２０．０２２ －０．０２１９ －２０．００４ －０．００３９

－２０．０００１ －２０．０２４ －０．０２３９ －２０．００２ －０．００１９

－１５．０００４ －１５．０１５ －０．０１４６ －１５．０１１ －０．０１０６

－１５．０００４ －１５．０１８ －０．０１７６ －１４．９９９ ０．００１４

－１５．０００４ －１５．００８ －０．００７６ －１５．００２ －０．００１６

－１０．００００ －１０．０１８ －０．０１８０ －９．９８８ ０．０１２０

－１０．００００ －１０．０２９ －０．０２９０ －９．９９２ ０．００８０

－１０．００００ －１０．０２４ －０．０２４０ －９．９９７ ０．００３０

－５．００００ －５．０３５ －０．０３５０ －５．０１８ －０．０１８０

－５．００００ －５．０２４ －０．０２４０ －５．００７ －０．００７０

－５．００００ －５．０１５ －０．０１５０ －４．９９２ ０．００８０

０．００００ ０．０１０ ０．０１００ ０．０１２ ０．０１２０

０．００００ ０．０１３ ０．０１３０ ０．０１０ ０．０１００

０．００００ ０．０１２ ０．０１２０ ０．０１１ ０．０１１０

５．００００ ４．９８８ －０．０１２０ ５．００９ ０．００９０

５．００００ ４．９７４ －０．０２６０ ５．０１７ ０．０１７０

５．００００ ４．９７２ －０．０２８０ ５．０１７ ０．０１７０

１０．０００２ ９．９７３ －０．０２７２ ９．９８０ －０．０２０２

１０．０００２ ９．９７５ －０．０２５２ ９．９６８ －０．０３２２

１０．０００２ ９．９７７ －０．０２３２ ９．９８１ －０．０１９２

１５．０００１ １４．９６６ －０．０３４１ １４．９９２ －０．００８１

１５．０００１ １４．９６５ －０．０３５１ １４．９８１ －０．０１９１

１５．０００１ １４．９６７ －０．０３３１ １４．９８４ －０．０１６１

２０．０００２ １９．９７０ －０．０３０２ １９．９６０ －０．０４０２

２０．０００２ １９．９６５ －０．０３５２ １９．９７２ －０．０２８２

２０．０００２ １９．９７１ －０．０２９２ １９．９７５ －０．０２５２

２５．０００１ ２４．９５３ －０．０４７１ ２４．９７９ －０．０２１１

２５．０００１ ２４．９５５ －０．０４５１ ２４．９６２ －０．０３８１

２５．０００１ ２４．９５２ －０．０４８１ ２４．９５６ －０．０４４１
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　　从表１中可知，曲面样点计算的误差绝对值的平均值

为０．０２３度，误差最大为－０．０４８１，这是该算法用于轴线

不垂直的情况；平面样点计算的误差绝对值平均值为

０．０１５３度，误差最大值为－０．０４４１，这是该算法用于轴线

垂直的情况。将每个角度的三个测量数据误差平均并取绝

对值，可作图１０的误差变化曲线。

图１０　误差变化曲线

图１０中，虚线为曲面样点计算 （即轴线不垂直）的误

差曲线，实线为平面样点计算轴线 （即垂直）的误差曲线。

从图１０中可以看出，在轴线不垂直时的误差相对与轴线垂

直的误差较大，随着角度增大误差也增大。前者的主要原

因是轴线垂直重合过程两步即可完成，一步是平移，另一

步是旋转；而轴线垂直不垂直时重合过程有三步，一步平

移和两步旋转。随着角度增大误差也增大的主要原因是角

度每一次增加会有一定的误差累积，该情况在很多算法中

也会存在，是一个通病，可不作为衡量算法好坏的标准。

通过本精度验证实验可知，本试验的三点重合算法的误差

在０．０５度范围内，该误差满足实际生产中飞机活动面的转

角测量要求。

５　结束语

本文提出了一种三点重合的算法用于拍摄测量活动面

角度或激光跟踪仪测量活动面角度，重合的过程是先平移

是某个点在运动前后位置重合。再绕已经重合的点将另一

点旋转重合，这样面片的一条线段也重合。最后，以该线

段为旋转轴，将另一点旋转重合。两次旋转重合对应的旋

转矩阵相乘即得到最终的旋转矩阵，通过该旋转矩阵得到

最终的转动角，也就是活动面的转动角。

然后从原理上对误差进行分析，提出一种最佳选取三

点的方法，即选取前后运动位移最小的点和最大点，再选

取一点离之前两点连成的直线最远的点，这样可形成面积

最大的三角面片，从而减少位移测量产生的误差对旋转角

度计算上的误差。设计一种实验，该实验采用拍摄测量的

方式，以快速取得多个样点。设置一转台，转台上设置一

曲面与一平面，通过比较曲面样点计算的角度、平面样点

计算得到的角度与转台实际转动的角度进行对比。该实验

结果表明，本文所提出的三点重合的算法误差在０．０５度范

围内，满足飞机活动面的转角测量要求。
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