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基于变分贝叶斯算法的青霉素发酵过程建模

蔡子君，谢　莉，杨慧中
（江南大学 轻工过程先进控制教育部重点实验室，江苏 无锡　２１４１２２）

摘要：青霉素发酵过程具有明显的阶段特征，同时由于操作条件多变、生产环境复杂等原因导致其存在极大的不确定性，故

本文在变分贝叶斯框架下建立了青霉素浓度预测的ＦＩＲ融合模型；首先选取调度变量对发酵阶段进行划分，然后基于变分贝叶斯

算法辨识得到各ＦＩＲ子模型的参数，最后根据阶段特征计算样本隶属于各子模型的概率并融合子模型的输出得到青霉素浓度的预

测值；文中利用工业规模青霉素发酵罐的实际数据进行仿真实验，模型预测青霉素浓度的相关误差为０．２４％，表明提出模型具

有较高的拟合度，能够更为精准的预测青霉素浓度并适应实际的复杂工业环境。

关键词：青霉素发酵过程；变分贝叶斯算法；融合模型
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０　引言

抗生素是一类生物产生的具有抑制某些细胞生长的次

级代谢产物［１］，其对于某些病原微生物的抑制和灭杀作用

使其成为一种重要的药物。作为一种典型的抗生素，青霉

素发酵过程具有以下特点：

１）时变性。发酵过程中青霉素的浓度取决于生成青霉

素的菌丝浓度，而影响菌丝生长的因素众多，例如发酵罐

中糖浓度、溶解氧浓度、ｐＨ值、温度等，并且这些变量都

会随着时间改变，导致青霉素的发酵过程呈现很强的时

变性。

２）非线性。青霉素是一种次级代谢产物，生成青霉素

所需的众多基质、前体、以及副产物之间会发生复杂的反

应，形成了一个多输入多输出的非线性系统，加大了青霉

素的浓度预测难度。

３）阶段性。青霉素发酵通常经历４个阶段，分别为准

备期、对数生长期、平稳期和消亡期［２］，如图１所示，准备

期中菌丝慢慢生成，青霉素主要在对数生长期生成，经过

平稳期后菌丝逐渐水解，进入消亡期。

４）测量难度大。许多关键变量无法在线测量，需要进

行离线分析，例如青霉素浓度、氮浓度、浓稠度等，导致

关键变量的数据稀缺。

上述特点使得对青霉素发酵过程的预测和控制较为困

难。过去提出的各种青霉素发酵过程的预测模型大致可以分

为机理模型和数据驱动模型两类。最著名的机理模型是由

Ｂｉｒｏｌ于２００２年改进的非结构模型
［３］。由于青霉素化学结构

复杂，发酵过程涉及的反应众多，大部分机理模型不对内部

结构讨论［４］，而是对青霉素与菌丝的不同部分之间的动态关
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图１　青霉素浓度曲线阶段图

系进行描述。这种非结构模型能够一定程度上描述反应过程

并在特定参数环境下模拟发酵过程，但是在面对实际发酵过

程多变的环境时就显露出适应性差的缺点。近年来，许多基

于数据驱动的青霉素发酵模型被提出，利用诸如神经网络、

支持向量机等方法模拟青霉素发酵过程［５］。相对机理模型，

数据驱动模型具有以下两点优势：１）不需要复杂的发酵机

理知识，降低了建模难度；２）在发酵环境改变时不需要大

量实验重新确定模型参数，降低了模型的维护成本。但现有

的数据驱动模型大多利用Ｐｅｎｓｉｍ仿真平台产生的数据，只能

描述出在实验室规模下青霉素发酵的大致过程。

本文针对实际工业中的青霉素发酵过程，基于变分贝

斯算法建立ＦＩＲ融合模型。在模型选择方面，由于青霉素

发酵过程具有明显的阶段性［６］，本文采用多模型融合的思

路，选取能够反应阶段特征的关键过程变量作为调度变量

进行阶段划分，确定几个典型工况点以计算各局部模型的

权重。工业青霉素发酵过程中生产环境复杂性使得过程存

在着不确定性，这对发酵过程的辨识造成了很大的困难［７］。

不确定性在工业过程辨识中的处理方法可分为两种［８］，一

种是通过不同模型的变化体现系统的不确定性；而本文采

用的是第二种，即在模型结构已知的条件下，将系统不确

定性通过模型参数的不确定性来体现。本文采用变分贝叶

斯算法作为辨识算法，它是期望最大化 （ＥＭ）算法在贝叶

斯方法上的一种推广，相较于ＥＭ 算法的点估计，变分贝

叶斯算法可以估计参数和隐变量的整个后验概率分布，能

够更好地描述青霉素发酵过程的不确定性。

１　青霉素发酵阶段划分

调度变量是指可以反应系统工作状态与阶段特征并能

够人为调控的过程变量［９］。在Ｐｅｎｓｉｍ仿真平台的环境下，

冷水流加速率能比较好的反映发酵的阶段特征，所以在以

往的青霉素发酵模型中经常被作为模型的调度变量。但是，

在实际工业过程中，操作人员会频繁地改变冷水流加速率

以保持稳定的发酵罐温度，导致实际过程中冷水流加速率

（图２）不宜作为过程的调度变量。

考虑实际工业过程的操作环境，本文将使用葡萄糖流

图２　工业环境下冷水流加速率图

加速率作为调度变量。葡萄糖是青霉素发酵中底物的一种，

其流加速率虽然在发酵过程中经过人为调整，但调整频率

相对较低并且整体曲线能够体现发酵过程的阶段特性［１０］。

为划分发酵过程的各个阶段，需要进一步对调度变量

进行聚类。本文采用模糊Ｃ均值 （ＦｕｚｚｙＣ－Ｍｅａｎｓ，ＦＣＭ）

聚类方法［１１］对葡萄糖流加速率进行聚类，并将各聚类中心

作为发酵过程的典型工作点。ＦＣＭ 是一种基于目标函数的

聚类算法，首先对聚类中心设置初值，然后通过最小化数

据点与各聚类中心的距离和模糊隶属度的加权和为目标，

不断修正聚类中心和分类矩阵直到符合终止准则，将具有

类似特征的数据聚为一类。

在青霉素发酵过程的准备期中，菌体快速生长消耗氧

气，当溶解氧水平下降到一定程度时，菌体会产生中间代

谢物并开始生成青霉素［１２］，所以本文假定在准备期中青霉

素浓度为零，而对数生长期、平稳期和消亡期这３个阶段

分别对应３个不同的工作点。因此，在采用ＦＣＭ算法对实

际工业青霉素发酵过程中的葡萄糖流加速率进行聚类时，

将聚类中心个数设置为３，相应的聚类结果如图３所示，其

中三角形表示计算得到的聚类中心。

图３　葡萄糖流加速率ＦＣＭ聚类结果

２　模型结构：犉犐犚融合模型

考虑到在工业现场青霉素浓度为慢速采样［１３］，无法用

于模型输入，所以本文采用ＦＩＲ模型作为局部模型，然后

通过权重函数将３个局部模型融合为全局模型来描述青霉

素发酵的动态特性。局部ＦＩＲ模型结构如下：

狔犽 ＝狓
犜
犽θ犐

犽
＋犲犽 （１）

狓犽 ＝ 狌１
犽－１
狌１

犽－２

…狌１
犽－狀

犪

…狌犿
犽－１
狌犿

犽－２

…狌犿
犽－狀［ ］

犪

犜 （２）

　　其中：犽＝１，２…犖 表示发酵过程的各时刻，输出变量
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狔犽为犽时刻发酵罐中青霉素浓度，犐犽＝１，２，３表示犽时刻变

量隶属的局部模型，模型选择的输入变量个数为犿，输入

阶数设为狀犪，犲犽 是均值为０方差为σｉ
－１ （未知的待辨识参

数）的高斯分布噪声，下标犻＝犐犽表示各个局部模型。

采用高斯分布作为权重函数［１４］：

λ犽犻 ＝ｅｘｐ
－（犎犽－犎

０
犻）
２

２犗２［ ］犻

（３）

　　其中：犎犽 表示犽时刻的调度变量即葡萄糖流加速率，

犎０
犻 和犗犻分别表示第犻个局部模型的工作点和有效宽度。将

λ犽犻归一化后得到的权值函数代表在犽时刻第犻个局部模型对

全局模型影响大小：

α犽犻 ＝
λ犽犻

∑
３

犻＝１

λ犽犻

（４）

　　若各个局部模型的有效宽度犗犻 已知，根据式 （３）～

（４）计算出各子模型的权重后，容易得到系统全局模型的

预测输出：

狔^犽 ＝∑
３

犻＝１

α犽犻狓
犜
犽θ犻 （５）

　　然而，局部模型的有效宽度犗犻未知，需要与各子模型

的参数θ犻以及噪声方差σｉ
－１同时辨识，增加了系统辨识的难

度。此外，考虑到实际过程的不确定性，本文通过引入参

数不确定性，在ＶＢ算法框架下推导相应的辨识算法。

３　基于犞犅算法的模型参数辨识

３１　犞犅算法回顾

令模型的参数集为Θ，隐变量集为犆犿犻狊，观测数据集

为犆狅犫狊。对于存在未知参数的模型，边缘似然函数可以由下

式计算：

狆（犆狅犫狊）＝∫狆（犆狅犫狊，犆犿犻狊，Θ）ｄ犆犿犻狊ｄΘ （６）

　　而式 （６）中含有难以计算的高维积分，ＶＢ算法通过

构造联合分布狇（犆犿犻狊，Θ）来近似计算后验分布狆（犆犿犻狊，Θ），

运用Ｊｅｎｓｅｎ不等式
［１５］得到：

ｌｎ狆（犆狅犫狊）＝ｌｎ∫狇（犆犿犻狊，Θ）
狆（犆狅犫狊，犆犿犻狊，Θ）

狇（犆犿犻狊，Θ）
ｄ犆犿犻狊ｄΘ≥

∫狇（犆犿犻狊，Θ）ｌｎ
狆（犆狅犫狊，犆犿犻狊，Θ）

狇（犆犿犻狊，Θ）
ｄ犆犿犻狊ｄΘ （７）

　　假定联合分布狇（犆犿犻狊，Θ）是可分解的
［１６］，得到对数边缘

函数的下界函数：

犉［狇（犆犿犻狊）狇（Θ）］＝

∫狇（犆犿犻狊）狇（Θ）ｌｎ
狆（犆狅犫狊，犆犿犻狊，Θ）

狇（犆犿犻狊）狇（Θ）
ｄ犆犿犻狊ｄΘ （８）

　　将对数边缘函数与下界函数做差，可得：

ｌｎ狆（犆狅犫狊）－犉［狇（犆犿犻狊）狇（Θ）］ ＝

∫狇（犆犿犻狊）狇（Θ）ｌｎ
狇（犆犿犻狊）狇（Θ）

狆（犆狅犫狊，犆犿犻狊，Θ）
ｄ犆犿犻狊ｄΘ＝

犓犔（狇狆） （９）

　　其中：犓犔（狇 狆）表示 Ｋｕｌｌｂａｃｋ－Ｌｅｉｂｌｅ散度，即联合

分布狇（犆犿犻狊，Θ）与实际分布狆 犆犿犻狊，Θ 犆（ ）狅犫狊 之间的差异，所

以由式 （９）可知，最大化犉［狇（犆犿犻狊），狇（Θ）］等价于最小化

犓犔（狇 狆）
［１７］。

与期望最大化算法类似，变分贝叶斯算法不断迭代地

更新隐变量和模型参数的后验分布，直至算法收敛，得到

真实后验分布狆（犆犿犻狊，Θ 犆狅犫狊）的近似分布狇（犆犿犻狊，Θ）
［１８］。

３２　基于ＶＢ的辨识算法推导

３．２．１　模型参数的先验分布

在 ＦＩＲ 融 合 模 型 中，观 测 到 的 数 据 集 犆狅犫狊 ＝

狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：｛ ｝３ ，缺失数据集犆犿犻狊 ＝ 犐１：｛ ｝犖 ，待估

计的参数集Θ＝｛θ１：３，σ１：３，η１：３，犗１：３｝，其中η犻表示局部模型

参数的精度［１９２０］。初始化待估计参数θ犻，η犻，σ犻的先验分布：

狆（θ犻 η犻）＝犖（０，η犻
－１犇狀

犪×狀犪
）

狆（η犻 犪０，犫０）＝犵（犪０，犫０，犡）＝
犪０

犫
０

Γ（犪０）
犡犪０－１犲－犫０犡狆（σ犻 犮０，犱０）＝

犵（犮０，犱０，犡）＝
犮０

犱
０

Γ（犮０）
犡犮０－１犲－犱０犡

　　其中：犇表示单位矩阵，犵表示伽马分布，犪０，犫０，犮０，犱０

为伽马分布的超参数，Γ表示伽马函数，其表达式为：

Γ（狓）＝∫
∞

０
狋狓－１犲－狋ｄ狋

　　将上述先验分布用一个联合先验分布表示：

狆（Θ）＝∏
３

犻＝１

狆（Θ犻）＝∏
３

犻＝１

狆（θ犻 η犻）狆（η犻）狆（σ犻） （１０）

３．２．２　ＶＢ算法：Ｅ步

在Ｅ步骤中，固定参数集，关于隐变量对下界函数求

极值，得到隐变量的更新 后验分布 狇（犐）。下 界函 数

犉［狇（犐），狇（Θ）］可表示为：

犉［狇（犐），狇（Θ）］＋∫狇（Θ）ｌｎ
狆（Θ 犗）

狇（Θ）
ｄΘ （１１）

　　求解如下优化问题：

ｍａｘ
犐
犉［狇（犆犿犻狊），狇（Θ）］

狊．狋．∑
犐

狇（犐）＝１

　　计算关于狇（犐）的拉格朗日函数的导数：

 犉［狇（犆犿犻狊），狇（Θ）］＋λ ∑
犐

狇（犐）－［ ］｛ ｝１

狇（犐）
＝０

　　逐项求导后可以得到：

狇（犐）＝ｅｘｐ
λ－１＋

＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）＞狇（Θ｛ ｝）

（１２）

　　将∑
犐

狇（犐）＝１代入，得到：

犲１－λ＝∑
犐

ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）＞狇（Θ）｝

　　令：

犣犐 ＝∑
犐

ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）＞狇（Θ）｝

　　得到：

狇（犐）＝
１

犣犐
ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎

０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）＞狇（Θ）｝

（１３）
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　　其中：＜·＞狇（Θ）代表对狇（Θ）求期望。

将ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）表示为：

ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗） ＝

∑
犖

犽＝１

ｌｎ

狆 狔犽 狌犽，犐犽，犎
０
１：３，犎犽，Θ，（ ）犗 ×

狆犐犽 狌犽，犎
０
１：３，犎犽，Θ，（ ）犗 ×

狆 狌犽，犎
０
１：３，犎犽 Θ，（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎犗

（１４）

　　由式 （１）的局部ＦＩＲ模型可知，当前时刻的输出狔犽与

历史时刻输入狓犽、参数θ犐
犽

以及隐变量犐犽有关，并且由于犐犽

代表犽时刻变量隶属的局部模型，所以狆（犐犽）代表了权值函

数。而由式 （３）可知权值函数与调度变量、系统工作点和

局部模型有效宽度有关，又由于狆（狌犽，犎犽，犎
０
１：３ Θ，犗）是常

数，将其表示为Ｃ，可以将式 （１４）简化为：

ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖 Θ，犗）＝

∑
犖

犽＝１

ｌｎ狆（狔犽 狓犽，犐犽，Θ）狆（犐犽 犎
０
１：３，犎犽，犗）｛ ｝犆

　　由此可以将犣犐表达为：

犣犐 ＝∑
犐
∏
犖

犽＝１

ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，

犎０
１：３，犐１：犖狘Θ，犗）＞狇（Θ）｝

　　继而定义：

犣犐
犽
＝∑

犐
犽

ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，

犎０
１：３，犐１：犖狘Θ，犗）＞狇（Θ）｝

　　则犣犐 ＝∏
犖

犽＝１

犣犐
犽

，结合式 （１３），可得：

狇（犐）＝∏
３

犻＝１

狇（犐犽 ＝犻）

　　其中：狇（犐犽 ＝犻）可以表示为：

１

犣犐
犽

ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖狘Θ，犗）＞狇（Θ）｝

（１５）

　　为简化表达，令：

犃犽犻 ＝ｅｘｐ｛＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，

犐１：犖狘Θ，犗）＞狇（Θ）｝

　　式 （１５）可简化为：

狇（犐犽 ＝犻）＝
犃犽犻

∑
３

犻＝１

犃犽犻

（１６）

　　接下来要求出犃犽犻 的表达式，由狔犽 服从均值为狓
犜
犽θ犐

犽

，

方差为σｉ
－１的高斯分布，可以得到：

狆（狔犽狘狓犽，犐犽，Θ）＝
σ槡犻

２槡π
ｅｘｐ

σ犻

－２
（狔犽－狓

犜
犽θ犐

犽

）｛ ｝２

　　由于狆（犐犽狘犎
０
１：３，犎犽，犗）代表了权值函数α犽犻，可得：

ｌｎ犃犽犻 ＝ ［ｌｎ｛狆（狔犽狘狓犽，犐犽，Θ）狆（犐犽狘犎
０
１：３，犎犽，犗）犆犪｝］狇（Θ）＝

１

２
（－ｌｎ２π＋＜ｌｎσ犻＞狇（σ）－＜σ犻＞狇（σ）＜

（狔犽－狓
犜
犽θ犻）

２
＞狇（θ））＋ｌｎα犽犻＋ｌｎ犆犪 （１７）

　　其中：

＜ （狔犽－狓
犜
犽θ犻）

２
＞狇（θ）＝狔

２
犽－２狔犽狓

犜
犽 ＜θ犻＞狇（θ）＋

狓犜犽 ＜θ犻θ
犜
犻 ＞狇（θ）狓犽

　　将犃犽犻代入式 （１６）即可得到狇（犐犽 ＝犻）。

３．２．３　ＶＢ算法：Ｍ步

在 Ｍ步骤中，固定隐变量，关于参数集对下界函数

（１１）求极值，得到参数集的更新式狇（Θ）。下界函数可以

表示为：

犉［狇（犐），狇（Θ）］＝

∫狇（θ）狇（σ）＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖狘Θ，犗）＞

狇（犐）ｄθｄσ－＜ｌｎ狇（犐）＞狇（犐）＋∫狇（θ）狇（η）狇（σ）ｌｎ
狆（θ狘η）狆（η）狆（σ）

狇（θ）狇（η）狇（σ）
ｄθｄηｄσ （１８）

　　其中：

＜ｌｎ狆（狔１：犖，狌１：犖，犎１：犖，犎
０
１：３，犐１：犖狘Θ，犗）＞狇（犐）＝

∑
犖

犽＝１
∑
犕

犻＝１

狇（犐犽 ＝犻）
－
１

２
ｌｎ２π＋

１

２
ｌｎσ犻＋ｌｎα犽犻－

１

２
σ犻（狔犽－狓

犜
犽θ犻）

２
＋ｌｎ犆

烅

烄

烆

烍

烌

烎
犪

　　下面利用拉格朗日乘子法，依次关于狇（θ犻），狇（η犻）和

狇（σ犻）最大化下界函数。

１）狇（θ犻）部分：计算关于狇（θ犻）的拉格朗日函数的一阶

导数

 犉［狇（犐），狇（Θ）］＋λ（狇（θ犻）－１｛ ｝）

狇（θ犻）
＝０

　　可得：

－ｌｎ狇（θ犻）＋ｌｎ狆（θ犻狘＜η１＞狇（η））＋犆θ－

１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）＜σ犻＞狇（σ）
θ
犜
犻狓犽狓

犜
犽θ犻－

２θ
犜
犻狓犽狔（ ）｛ ｝

犽

＝０

　　即：

狇（θ犻）∝狆（θ犻狘＜η犻＞狇（η））×

ｅｘｐ －
１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽）＜σ犻＞狇（σ）
θ
犜
犻狓犽狓

犜
犽θ犻－

２θ
犜
犻狓犽狔（ ）｛ ｝

犽

＝

ｅｘｐ －
１

２

θ
犜
犻 ＜η犻＞狇（η）θ犻＋

∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）＜σ犻＞狇（σ）
θ
犜
犻狓犽狓

犜
犽θ犻－

２θ
犜
犻狓犽狔（ ）

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆

烍

烌

烎犽

　　因此，狇（θ犻）服从高斯分布，即：

狇（θ犻）∝ｅｘｐ －
１

２

（θ犻－犈（θ犻））
２

犞犪狉（θ犻｛ ｝）

　　其中：

犞犪狉（θ犻）＝ （＜η犻＞狇（η）犇＋∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）狓犽狓
犜
犽）

－１ （１９）

　　２）狇（η犻）部分：类似地关于狇（η犻）对式 （１８）的求导：

 犉［狇（犐），狇（Θ）］＋λ（狇（η犻）－１｛ ｝）

狇（η犻）
＝０

　　可得：

－ｌｎ狇（η犻）＋（犪０＋１）ｌｎ狆（η犻）－

（犫０＋
１

２
＜θ

犜
犻θ犻＞狇（θ犻））η犻＋犆η＝０

　　其中：
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狆（θ犻 η犻）＝
犲－

１
２θ犻

犜
（η犻犇）θ犻

（２π）
狀
犪狘η犻

－１犇槡 狘

狆（η犻）＝
犫０

犪
０

Γ（犪０）η
犻
犪
０－１犲－犫０η犻ｄ犳

　　整理后得到：

ｌｎ狇（η犻）＝ （犪０＋１）ｌｎη犻－ 犫０＋
１

２
＜θ

犜
犻θ犻＞狇（θ犻（ ））η犻＋犆η

（２０）

　　其中：犆η是与η犻无关的常数。由式 （２０）可知狇（η犻）服

从伽马分布，即狇（η犻）＝犵（犪犻，犫犻），且：

犪犻＝犪０＋
狀犪
２

犫犻＝犫０＋
１

２
＜θ犻θ

犜
犻 ＞狇（θ犻）

＜θ犻θ
犜
犻 ＞狇（θ犻）＝犞犪狉（θ犻）＋犈（θ犻）犈（θ犻）

犜

　　３）狇（σ犻）部分：关于狇（σ犻）对式 （１８）的三部分求导：

 犉［狇（犐），狇（Θ）］＋λ（狇（σ犻）－１｛ ｝）

狇（σ犻）
＝０

　　可得：

ｌｎ狇（σ犻）＝ 犮０－１＋
１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻（ ））ｌｎσ犻＋犆σ－

犱０＋
１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）
狔
２
犽－２＜θ

犜
犻 ＞狇（θ犻）狔犽狓犽＋

狓犜犽 ＜θ犻θ
犜
犻 ＞狇（θ犻）狓（ ）（ ）犽

σ犻

（２１）

　　其中：犆σ是与σ犻无关的常数。根据式 （２１）可知狇（σ犻）

服从伽马分布，即狇（σ犻）＝犵（犮犻，犱犻），且：

犮犻＝犮０＋
１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）

犱犻＝犱０＋
１

２∑
犖

犽＝１

狇（犐犽 ＝犻）
狔
２
犽－２＜θ

犜
犻 ＞狇（θ犻）狔犽狓犽＋

狓犜犽 ＜θ犻θ
犜
犻 ＞狇（θ犻）狓（ ）犽

　　根据伽马分布的相关知识，可得：

犈（η犻）＝
犪犻
犫犻

（２２）

犈（σ犻）＝
犮犻
犱犻

（２３）

　　最后通过非线性数值优化的方法求得局部模型宽度犗犻

的点估计，优化目标函数如下：

ｍａｘ
犗
犻
，犻＝１，２，３∑

犖

犽＝１
∑
３

犻＝１

狇（犐犽 ＝犻）ｌｎα犽犻

狊．狋． 犗犻，ｍｉｎ＜犗犻＜犗犻，ｍａｘ （２４）

　　其中：狇（犐犽 ＝犻）由式 （１６）计算得到：

α犽犻 ＝
λ犽犻

∑
３

犻＝１

λ犽犻

，λ犽犻 ＝ｅｘｐ
－（犎犽－犎

０
犻）
２

２犗２［ ］犻

３．２．４　ＶＢ辨识算法计算步骤

基于ＶＢ的参数辨识算法计算步骤总结如下。

１）根据式 （１０）给模型的未知参数Θ设置合适的先验

分布狆（Θ），初始化未知参数Θ、犗以及先验分布中的超参数

犪０，犫０，犮０，犱０。

２）Ｅ步：关于隐变量最大化下界函数，根据式 （１７）

计算犃犽犻，并由式 （１６）得到隐变量犐犽 后验分布的更新式

狇（犐犽）。

３）Ｍ步：固定隐变量，分别关于狇（θ犻）、狇（η犻）、狇（σ犻）

最大化下界函数，根据式 （１９）、式 （２２）以及式 （２３）得

到各参数的期望犈（θ）、犈（η）以及犈（σ），并根据式 （２４）

计算局部模型有效宽度犗犻的点估计。

４）根据以上两步得到的模型参数以及隐变量计算下界

函数犉：

犉＝∑
犖

犽＝１
∑
３

犻＝１

犃犽犻－犓犔［狇（Θ）狘狆（Θ狘犗）］

　　５）将获得的估计值代入２），不断迭代计算２）～４），

直至下界函数收敛。

由上述步骤得到模型的参数后，根据式 （５）^狔犽 ＝

∑
３

犻＝１

α犽犻狓
犜
犽θ犻计算得到青霉素浓度预测结果。

４　仿真验证

本文利用来自文献 ［１３］的１０个１０００００Ｌ的青霉素

流加发酵罐产生的数据训练并测试模型以验证模型对实际

工业环境的适应性。实际工业过程中采集到的数据夹杂着

大量噪声，以发酵罐排放气体中的ＣＯ２浓度 （图４）为例。

图４　预处理前后排放气体中ＣＯ２ 浓度图

为减少数据中的噪声对模型稳定性的影响，首先对输

入数据中的异常值进行处理，由于发酵时间较长导致数据

前后浮动较大，故本文首先根据发酵过程的阶段特性分阶

段利用３σ准则剔除了输入数据中的异常值，然后对输入作

滤波处理。

输入变量选择方面，在充分考虑反应机理并计算各输

入变量与青霉素浓度相关系数后，选取５个过程变量作为

输入变量，分别为：排放气体中ＣＯ２ 百分比 （％），排放气

体中Ｏ２百分比 （％），ｐＨ值，犆的生成率 （ｇ／ｍｉｎ），发酵

罐中物质总质量 （ｋｇ）。利用本文第１节对葡萄糖流加速率

进行聚类得到的典型工作点和经过预处理的输入数据，应

用本文所述方法辨识得到子模型的参数，融合后得到青霉

素浓度拟合曲线，如图５所示，其中三角形表示实际测量

得到的数据。模型的质量通过相关误差进行测量，其计算

公式如下：

犈狉狉＝
ｖａｒ（狔－^狔）

ｖａｒ（狔）
×１００％

　　其中：狏犪狉为信号方差，狔为真实输出，^狔为预测输出。
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经过计算得到相关误差为０．２４％。

图５　青霉素浓度拟合曲线

选取正常发酵情况下的另一批次数据对得到的模型进

行测试，并与文献 ［９］中基于ＥＭ算法的青霉素发酵建模

方法进行对比，预测结果如图６所示，计算得到本文模型

与文献 ［９］的相关误差分别为０．２３％和０．７５％。

图６　对比实验结果图

可以看出，通过对青霉素发酵准确的阶段划分并充分

考虑工业环境中的变化因素，本文所建立的模型能够更好

地预测实际工业环境中青霉素发酵过程的产物浓度，对青

霉素生产过程的控制与优化具有一定的指示作用。

５　结束语

本文采用变分贝叶斯算法建立了基于不同工作点的青

霉素发酵过程各阶段子模型，采用由调度变量计算得到的

标准化权值将子模型进行融合，变分贝叶斯算法通过估计

参数的后验分布，能够将发酵中过程变量的不确定利用均

值、方差等统计特性解析地表达出来，在环境复杂的工业

青霉素发酵过程中表现出优异的性能。仿真实验表明本文

方法能够精确建立青霉素发酵过程产物浓度模型，在复杂

的工业环境中准确地预测青霉素发酵过程。
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