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犎犌犞平衡滑翔式轨迹可达区域计算方法研究
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（１．西北工业大学 航天学院，西安　７１００７２；２．上海机电工程研究所，上海　２０１１０９）

摘要：针对滑翔式高超声速飞行器 （ＨＧＶ）平衡滑翔轨迹可达区域的高精度快速计算问题，研究了一种基于降阶动力学模

型和连续凸优化方法的可达区域计算方法；首先，根据 “准平衡滑翔假设”条件，将再入飞行器三自由度动力学方程进行降阶处

理，得到以速度为自变量的三阶动力学方程；然后，将可达区域计算问题描述为一系列满足再入走廊约束和初、末状态约束下的

横程最大优化问题，将动力学方程进行线性化、离散化处理后，采用连续凸优化方法对该问题进行求解，得到了滑翔飞行器不同

末端速度下的可达区域；最后，以ＣＡＶ－Ｈ飞行器模型为例进行了仿真验证，结果表明，该方法具有较高的求解效率和可达区

域计算精度。

关键词：高超声速滑翔飞行器；平衡滑翔；可达区域计算；连续凸优化方法
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０　引言

高超声速滑翔飞行器具有高升阻比气动外形，能够在

大气层内实现高速、远距离滑翔和大范围横向机动。因其

落点覆盖范围大、机动能力强，难以进行轨迹预测和拦截，

因而具有重大的军事应用前景。平衡滑翔式轨迹是指滑翔

飞行器飞行中升力在纵向的投影与离心力、重力近似满足

平衡关系的一类轨迹。该类轨迹具有良好的热流率曲线以

及稳定的操控特性和机动能力，在轨迹优化算法的研究和

工程应用中受到广泛关注［１］。

再入可达区域体现了飞行器的打击覆盖能力和机动性，

是衡量其作战性能的重要指标，对该指标进行精确高效的

计算对于打击任务规划、目标和航路点选取具有实用参考

价值。文献 ［２］总结了计算可达区域的四种常用方法：轨

迹优化法、剖面规划法、常值倾侧角法和椭圆近似法。轨

迹优化法中，常采用伪谱法［３４］、粒子群算法［５］、遗传算

法［６］等优化算法求解可达域的边界轨迹。该类算法由于最

优性能指标的保证，具有较高计算精度，但其缺点在于求

解再入轨迹这种具有复杂状态约束和动力学模型的问题时，

效率不高。同时，由于高速、高升阻比的特点，再入滑翔

轨迹具有天然的 “振荡特性”，平衡滑翔轨迹在数值轨迹优

化算法中难以得到。文献 ［７］和 ［８］通过在动力学方程

中加入振荡抑制反馈项以提升轨迹的阻尼特性，并采用伪

谱法对改进后的动力学模型进行轨迹优化。文献 ［９］通过

引入无损松弛技术，得到了具有仿射结构的动力学模型，

以减弱控制量对动力学方程的耦合作用。在此基础上，文

献 ［１０］设计了光滑的标称航迹倾角剖面，并将其与实际

倾角的偏差引入最优指标中，保证求解轨迹的光滑特性。

本文研究采用连续凸优化算法求解平衡滑翔式轨迹的

再入可达区域问题。为提高优化求解的效率，首先引入

“准平衡滑翔假设”条件对动力学方程进行降阶，进而以速

度变量替代时间作为自变量，使得动力学方程的阶次减小

一倍。通过这种方法，不仅大大降低了最优轨迹的求解难

度，而且消除了高升阻比飞行器浮沉特性对于控制输入敏

感的问题，此时，轨迹的平滑度仅与控制量的平滑程度相

关，而无需引入额外的阻尼项。随后，对优化轨迹的求解

问题进行了转化，通过将降阶的动力学方程进行线性化、

离散化处理，并引入二阶锥约束条件对控制量的平滑度进

行约束，将非线性最优控制问题转化为可被高效求解的二

阶锥规划 （ＳＯＣＰ）问题，通过连续求解一系列凸优化子问

题获得最优的可达域边界轨迹。以ＣＡＶ－Ｈ高超声速滑翔
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飞行器为模型的可达区域求解算例验证了方法的有效性。

１　再入飞行器动力学建模

忽略地球自转的影响，将地球视为静止的球体，建立

再入滑翔飞行器的质心动力学方程如下：

犞＝－
犇
犿
－犵ｓｉｎγ （１）

γ＝
犔
犿犞
ｃｏｓσ＋

犞
狉
－
犵（ ）犞 ｃｏｓγ （２）


ψ＝

犔
犿犞ｃｏｓγ

ｓｉｎσ＋
犞
狉
ｃｏｓγｓｉｎψｔａｎφ （３）

狉＝犞ｓｉｎγ （４）

θ＝
犞ｃｏｓγｓｉｎψ
狉ｃｏｓφ

（５）


φ＝

犞ｃｏｓγｃｏｓψ
狉

（６）

式中，状态量犞，γ，ψ，狉，θ和φ分别表示飞行器的速度、航迹

倾角、航向角、地心距、经度和纬度；犿 为飞行器质量；犵

为重力加速度；σ为倾侧角。犇 和犔 分别为阻力和升力，其

计算公式为：

犔＝犆犔珔狇犛狉犲犳 （７）

犇＝犆犇珔狇犛狉犲犳 （８）

式中，犆犔 和犆犇 分别为升力、阻力系数；珔狇＝ρ犞
２／２为动压，

大气密度ρ＝ρ０犲
－β犎，其中ρ０为海平面大气密度，β为固定系

数；犛狉犲犳 为参考面积。

再入过程中，飞行器受到再入走廊的约束，即满足：

犙＝犆犙ρ
０．５犞３．１５

≤犙ｍａｘ （９）

狀狔 ＝
犔ｃｏｓα＋犇ｓｉｎα

犿犵
≤狀狔ｍａｘ （１０）

珔狇＝
１

２ρ
犞２
≤珔狇ｍａｘ （１１）

　　式 （９）～ （１１）分别表示热流率约束、法向过载约束

和动压约束。α为攻角；犆犙 为热流常数。

为使轨迹末端满足一定的交接班条件，需对末端高度

和速度进行约束，其形式如下：

狉（狋犳）－犚０＝犎犳

犞（狋犳）＝犞犳

（１２）

式中，犚０为地球半径。

２　平衡滑翔轨迹可达区域计算

采用轨迹优化方法计算飞行器的可达区域时，通常将

问题转化一系列纵程固定，横程指标最大的最优控制问题。

首先，计算可达区域的远界和近界，得到纵程的取值范围；

然后，在纵程区间内依次取值作为末端状态约束，并求解

最优控制使末端横程指标最大。不失一般性，本文取０°经

度、纬度和９０°航向角作为初始位置航向条件，则飞行器的

经度、纬度值可直接作为纵程和横程使用，且可达区域具

有关于纵轴对称的特性。该条件计算得到的可达区域可经

球面坐标变换［１１］后投影至其他初始位置航向条件的情况。

２１　运动方程简化

由于平衡滑翔轨迹整个飞行过程：１）轨迹平滑满足

“准平衡滑翔”条件γ≈０；２）航迹倾角γ较小，有ｃｏｓγ≈

１，ｓｉｎγ≈０；３）飞行高度远小于地球半径，满足狉≈犚０。

因此可对运动方程式 （１）～ （６）进行简化。首先，将γ≈

０代入式 （２），得到升力表达式：

犔＝

犿犵－犿
犞２

犚０
ｃｏｓσ

（１３）

　　根据升阻比关系，计算阻力：

犇＝
１

犆犔／犆犇

犿犵－犿
犞２

犚０
ｃｏｓσ

（１４）

　　则简化后的动力学方程为：

犞＝－
１

犆犔／犆犇

犵－
犞２

犚０
ｃｏｓσ


ψ＝

１

犞
（犵－

犞２

犚０
）ｔａｎσ＋

犞
犚０
ｓｉｎψｔａｎφ

θ＝
犞ｓｉｎψ
犚０ｃｏｓφ


φ＝

犞ｃｏｓψ
犚

烅

烄

烆 ０

（１５～１８）

　　考虑到可达区域的计算不关心飞行时间，而速度犞 的

初始和末端状态固定，将上述方程组对犞 求导，消去速度

方程和时间变量，得到以犞 为自变量的运动方程：


ψ犞 ＝－（犆犔／犆犇）

１

犞
ｓｉｎσ

－（犆犔／犆犇）
犞

犵犚０－犞
２ｓｉｎψｔａｎφｃｏｓσ

θ犞 ＝－（犆犔／犆犇）
犞

犵犚０－犞
２

ｓｉｎψ
ｃｏｓφ

ｃｏｓσ


φ犞 ＝－（犆犔／犆犇）

犞

犵犚０－犞
２ｃｏｓψｃｏｓ

烅

烄

烆
σ

（１９～２１）

式中，下标犞表示状态量相对速度的导数。此时，方程中状

态量仅剩ψ、θ和φ；升阻比犆犔／犆犇 为马赫数犕犪和攻角α的函

数，由于再入飞行器的攻角通常采用固定剖面，若忽略高空

声速的变化，则犆犔／犆犇 仅与飞行速度相关。在方程中的状态

量和控制量σ确定后，方程中未包含的状态信息犎 和γ也可

计算得出。其中犎 可通过联立式 （７）和式 （１３）求解：

犎 ＝－
１

β
犐狀

２犿犵－２犿
犞２

犚０

ρ０犆犔犞
２犛狉犲犳ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎σ

（２２）

　　将上式对犞 求导：

ｄ犎
ｄ犞
＝
１

β

２犵
犞（犵－犞

２／犚０）
－ｔａｎσσ（ ）犞 （２３）

式中，σ犞 为控制量相对速度的导数，可通过差分的方式

计算。

根据式 （１）与式 （４），相除后又可得：

ｄ犎
ｄ犞
＝

犞ｓｉｎγ
－犇／犿－犵ｓｉｎγ

（２４）

　　联立上两式得：

γ≈
－犇犿

β

２犵
犞２（犵－犞

２／犚０）
－
１

犞
σ犞ｔａｎ（ ）σ （２５）

式中，犇犿 ＝犇／犿为阻力方向的加速度。
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２２　约束条件转化

再入轨迹的优化中，再入走廊通常以犞－犎或者犞－犇犿

走廊的形式出现。而本文中，犎 或犇犿 并不显含于运动方程

（１９～２１）中，基于 “准平衡滑翔假设”，上述形式的约束可

通过式 （１３）或式 （１４）转化为犞－σ形式的约束，即满足：

狘σ狘≤σ狉（犞） （２６）

式中，σ狉表示平衡滑翔状态下不超出再入走廊约束的倾侧角

最大值。同理，初始和末端高度约束可转化为初始、末端

倾侧角约束：

σ０＝σ（犎０，犞０）

σ犳 ＝σ（犎犳
，犞犳
）

（２７）

２３　优化问题求解

本节将最优轨迹求解问题由非线性规划问题转化为连

续求解的一系列ＳＯＣＰ
［１２］问题。ＳＯＣＰ是凸优化问题的一种

特例，其要求性能指标函数为优化变量的线性组合，受到

线性约束和二阶锥约束。由于该类问题可运用对偶内点

法［１３］ （ｐｒｉｍａｌ－ｄｕａｌｉｎｔｅｒｉｏｒ－ｐｏｉｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）高效求解，

因此，将文中所述优化问题转化为可被ＳＯＣＰ方法求解的

标准形式成为问题的关键。将非线性运动方程写为如下一

般形式：

狓＝犳（狓，σ，犞） （２８）

　　首先，对非线性动力学模型进行线性化、离散化处理，

使其满足线性等式约束形式。令 ｛狓犽（犞）；σ
犽（犞）｝表示连续求

解过程中的第犽次解，将动力学方程在其附近一阶展开可得：

狓＝犃（狓
犽，σ

犽，犞）狓＋犅（狓
犽，σ

犽，犞）狌＋犮（狓
犽，σ

犽，犞）（２９）

　　其中：

犮（狓犽，σ
犽，犞）＝犳（狓

犽，σ
犽，犞）－犃（狓

犽，σ
犽，犞）狓犽－

犅（狓犽，σ
犽，犞）σ

犽 （３０）

　　犃＝
犳
狓
，犅＝

犳
σ

分别为犳 相对于狓 和σ的雅克比

矩阵。

随后，将速度区间［犞０，犞犳
］等分为犖＋１个子区间，则

其步长Δ犞＝（犞犳－犞０）／犖，离散点可表示为｛犞０，犞１，犞２，…，

犞犖｝，其中，犞犻＝犞０＋犻Δ犞。则状态量狓和控制量σ被离散化为

狓犻＝狓（犞犻），σ犻 ＝σ（犞犻）。状态方程可进行数值积分转化为如

下形式：

狓犻＝狓犻－１＋
Δ犞
２
［（犃犽犻－１狓犻－１＋犅

犽
犻－１σ犻－１＋犮

犽
犻－１）＋

＋（犃
犽
犻狓犻＋犅

犽
犻狌犻＋犮

犽
犻）］，犻＝１，２，…，犖 （３１）

式中，犃犽犻 ＝犃（狓
犽（犞犻）），犅

犽
犻 ＝犅（狓

犽（犞犻）），犮
犽
犻 ＝犮（狓

犽（犞犻））。对

上式进一步整理可得：

犎
（犻）
犻－１狓犻－１＋犎

（犻）
犻狓犻＋犌

（犻）
犻－１σ犻－１＋犌

（犻）
犻σ犻 ＝

－
Δ犞
２
（犮犽犻－１＋犮

犽
犻） （３２）

式中，犎
（犻）
犻－１＝犐＋

Δ犞
２
犃犽犻－１，犎

（犻）
犻 ＝－犐＋

Δ犞
２
犃犽犻，犌

（犻）
犻－１＝

Δ犞
２
犅犽犻－１，

犌
（犻）
犻 ＝

Δ犞
２
犅犽犻。犐为单位矩阵且与犃具有相同的维数。令：狕＝

［狓犜０…狓
犜
犖σ
犜
０…σ

犜
犖］

犜，则在每个犞犻处的离散状态方程集合组成

了一个线性方程组：

犕狕＝犉 （３３）

　　其中：

犕 ＝

犎
（１）
０ 犎

（１）
１ ０ … ０ ０

０ 犎
（２）
１ 犎

（２）
２ … ０ ０

     

０ ０ ０ … 犎
（犖）
犖－１ 犎

（犖）

熿

燀 犖

犌
（１）
０ 犌

（１）
１ ０ … ０ ０

０ 犌
（２）
１ 犌

（２）
２ … ０ ０

     

０ ０ ０ … 犌
（犖）
犖－１ 犌

（犖）

燄

燅犖

（３４）

犉＝－
Δ犞
２

犮犽０＋犮
犽
１



犮犽犖－１＋犮
犽

熿

燀

燄

燅犖

（３５）

　　经过线性化和离散化后的最优问题可描述为：在离散

化的运动方程 （３３）约束下，求取最优控制，使横程指标犑

＝－φ（犞犳
）最小，并满足，

１）初始状态约束：

狓（犞０）＝狓０ （３６）

　　２）末端经度约束：

θ（犞犳
）＝θ犳 （３７）

　　３）再入走廊约束：

狘σ犻狘≤σ狉（犞犻），犻＝０，…，犖 （３８）

　　以及式 （２７）中的初始和末端倾侧角约束：

σ（犞０）＝σ０

σ（犞犳
）＝σ犳

　　式 （３７）中，θ犳 ∈ ［θ犳ｍｉｎ，θ犳ｍａｘ］。

可以看出，此时最优问题只包含线性的约束条件和性

能指标，符合ＳＯＣＰ问题的求解要求。为改善最优问题的

可解性，并且保证最优轨迹的平滑特性，对上述最优问题

的指标和约束项进行改进。其中最优指标变为：

犑＝－φ（犞犳
）＋犽θθ犪＋犽σσｖａｒ （３９）

式中，θ犪、σｖａｒ为新增优化变量，犽θ和犽σ为其权重系数。θ犪表示

对末端经度指标的满足程度，有如下不等式关系：

狘θ（犞犳
）－θ犳狘≤θ犪 （４０）

　　σｖａｒ用于增加控制量的平滑度，其与离散控制量满足不

等式关系：

∑
犖

犻＝０

（σ犻－珋σ）
２

犖＋１
≤σｖａｒ （４１）

式中，珋σ为控制量σ犻的平均值。式 （４１）为典型的二阶锥约

束条件。

考虑到线性化处理后，最优解的可信域问题，应对每

次求解结果的范围进行约束，即需要满足：

狘狓
犽＋１（犞犻）－狓

犽（犞犻）狘≤δ，犻＝０，…，犖 （４２）

式中，取δ＝ ［１０　５　５］
犜。

同时，平衡滑翔状态下，倾侧角变化率σ犞 直接关系到

轨迹状态变化的程度，需对其进行约束：

狘σ犞
犼
狘≤σ犞ｍａｘ，犼＝１，…，犖 （４３）
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式中，σ犞
犼
＝
σ（犞犼）－σ（犞犼－１）

Δ犞
。

最优轨迹求解时，首先给出一组初始猜测值 ｛狓０（犞）；

σ
０（犞）｝，并反复将求解结果作为下一次求解的输入值，当

满足：

ｍａｘ狘狓
犽＋１（犞犻）－狓

犽（犞犻）狘≤ε，犻＝０，…，犖 （４４）

时，则认为连续凸优化过程已收敛至最优解。式中：ε为一

小量。

３　仿真分析

采用ＣＡＶ－Ｈ 的气动、总体参数建立再入动力学模

型。仿真算例的初始条件为：犎０＝５６ｋｍ，犞０＝６０００ｍ／ｓ。

再入走廊约束：犙ｍａｘ＝６０００ｋＷ／ｍ
２，狀狔ｍａｘ＝３ｇ，珔狇ｍａｘ＝

１００ｋＰａ。终端约束：犎犳 ＝２８ｋｍ，犞犳 ＝１５００ｍ／ｓ。为保证

再入轨迹的平滑性，设置控制量变化率狘σ犞狘≤０．０６。

计算 程 序 在 ＭＡＴＬＡＢ 环 境 中 编 写 实 现，运 用

ＹＡＬＭＩＰ软件
［１４］进行问题建模并调用 ＭＯＳＥＫ软件包

［１３］中

的ＳＯＣＰ问题求解器进行求解。

图１　再入可达区域

图２　倾侧角曲线

图３　高度曲线

再入可达区域的计算结果如图１～４所示。其中，图１为

可达域边界轨迹的经纬度信息，从中可以看出，可达域形状

呈近似椭圆形分布，在上述条件约束下，可达域纵向远边界

达到６９．６°，侧向边界在经度４５°处取得最大，为２５．９°。

图２～４分别为轨迹的倾侧角、高度和阻力加速度信息

随速度的变化曲线。从中可以看出，随着纵程的减小，轨

迹的倾侧角逐渐增大，且轨迹的初段倾向于以最大倾侧角

变化率增加至某一较大值，随后逐渐减小，至末端时迅速

收敛至满足末端倾侧角约束。从高度曲线图可以看出，最

优轨迹倾向于在初段以较低的高度飞行，以尽快调整轨迹

偏角，而在中、末端以较高高度飞行以增大航程并满足末

端状态约束，这与倾侧角曲线图的表现是一致的。

图４　阻力加速度曲线

为研究可达域范围随末端速度的变化规律，分别计算

了末速犞犳＝２０００ｍ／ｓ和犞犳＝１０００ｍ／ｓ时的可达区域，并

与图１中犞犳＝１５００ｍ／ｓ时的结果进行了对比，其结果如图

５所示。从中可以看出，可达区域的范围随末速减小而显著

增大。其最大纵、横程比较结果如表１所示。可以看出，

末速度变化相同数值时，可达域的最大纵、横程值增加量

随末速度的减小而减小，这是由于随着速度减小，相同速

度增量带来的航程收益逐渐变小。

图５　可达区域随末速度变化图

表１　不同末速下的纵程和横程

末速／（ｍ／ｓ） 纵程／（°） 横程／（°）

１０００ ７０．９７ ２６．８２

１５００ ６９．５８ ２５．８８

２０００ ６７．３０ ２４．１９

为验证本文方法的有效性和优越性，基于末速犞犳 ＝

１５００ｍ／ｓ的算例，将采用本文方法与文献 ［２］中叙述的
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工程常用的剖面规划法进行了对比，其结果如图６所示。

从中可以看出，两种方法得到的可达区域形状基本相符。

在可达远边界和最大横程的求解方面，本文方法都优于剖

面规划法。需要指出的是，由于本文采用了 “准平衡滑翔”

假设简化运动方程，在求取较近射程的最优轨迹时，所得

横程边界小于剖面规划法，且可达区域的近界亦较远。这

是因为对于较近射程的轨迹，其状态变化比较剧烈，往往

不满足平衡假设条件，此时引入该约束则限制了轨迹变化

的幅度，使得轨迹近界的计算不如采用完整动力学模型精

确。但是由于远边界的计算相对极限近界而言更受关注，

因此本文中的假设条件仍是合理的。

图６　两种方法的可达区域对比

４　结束语

本文研究了再入滑翔飞行器平衡滑翔轨迹的可达区域

计算问题。基于 “准平衡滑翔”假设简化了运动模型，并

采用连续凸优化方法对再入走廊约束下的可达区域进行了

求解。仿真结果表明：本文方法能够降低最优轨迹的求解

难度，获得光滑无振荡的平衡滑翔轨迹；所计算得到的可

达区域远界和横向边界都优于常规工程方法，体现了该方

法的有效性和优越性。
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移动终端正常工作的情况下，对在线录入的信息误差进行

控制，控制效果强，控制能力好。

实际情况下，任何系统都不能实现完全控制，无法达

成零误差。本文设计的移动终端控制系统虽然能够在传统

控制系统的基础上取得一定的进步，但是想要达到对误差

的完全控制，还需要做出长远的努力。
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