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一种复杂曲面检测的改进最小二乘方法
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摘要：提出一种基于数模打点、阵列粘贴、迭代法建立坐标系、改进最小二乘法运算的复杂曲面检测方法；给出了六点迭代

法建立复杂曲面检测坐标系的算法步骤，再结合３－２－１法进行了坐标系的创建；提出利用阵列粘贴等方法进行检测点的快速生

成并对复杂曲面进行检测，并采用文章给出的改进最小二乘法进行计算机数据处理；检测方法有效克服了传统方法测量时，测头

易发生干涉，同时存在检测项目多、检测效率低等缺点，能有效提高复杂曲面检测的精度并缩短检测时间；通过多次的检测分

析，结果表明本文提出的方法易于编程，测量迅速，测量结果准确、可靠；借助于文章方法可以解决从事检测行业及相关人员在

三维检测中的短板，提高检测的效率和解决问题的能力。

关键词：改进最小二乘法；复杂曲面；三坐标测量机；迭代法
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０　引言

对复杂曲面的检测是现代检测过程中，面临的重要问

题，随着中国制造业的跨越式发展以及高端制造业的实际

需求，零件的加工向着复杂化、精密化的方向发展［１］。上

述发展方向对零件的加工精度及检测精度提出了更高的要

求［２３］。叶轮作为动力机械的关键部件，目前在航空、造

船、发电、风机等行业得到广泛应用［４５］。叶轮叶片属于自

由曲面，叶片扭曲严重，测量时易发生干涉，且要求全尺

寸检测，项目较多，检测效率低下，被视为制造业中的难

题之一［６８］。目前，常采用整体叶轮叶片型面展成运动轨迹

的计算方法［９］、数字样板检测法［１０］和基于曲率的测量点采

样方法［１１］。上述测试方法虽然存在现场使用方便，检测迅

速，费用低廉的优点，但存在测量精度不高，且叶片上的

坐标点属于空间三维曲面上的点，测量时需采用三维补

偿［１２］，轮廓度评价时需要采用六维最佳拟合［１３］，因此，对

测量软件算法和机器精度要求很高。陆峰等提出了一种三

维检测方法，该方法是基于光学测量和计算机图形图像处

理相结合的技术［１４］。刘涛等提出了一种以３Ｄ数字化模型为

基础的检测方法，该方法主要针对复杂三维型面涡旋零件

的精度进行检测 （方法是利用三坐标测量机获取涡旋零件

的表面点云数据，再借助于ＧｅｏｍａｇｉｃＱｕａｌｉｆｙ三维检测软件

对获得的数据进行处理，该方法实现了检测结果的可视

化［１５］。关娟等针对复杂曲面重点研究了如何利用最小二乘

法进行非线性曲线的数据拟合问题求解，并基于ＶＢ语言与

Ｍａｔｌａｂ语言结合的方式进行了数据处理系统软件的设计，

通过实际结果表明，该文中提出的算法具有非常好的拟合
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效果，并通过实际工程项目进行了检验［１６］。

文献 ［１７］针对风电机组中的主轴承实时状态测量问

题给出了一种基于深度信念网络 （ＤＢＮ）的监测方法。文

献 ［１８］基于风电机组中的主轴承故障检测采用了ＳＣＡＤＡ

数据处理的检测方法。相比于主轴承的检测来说，叶轮叶

片的型面更为复杂，对发动机性能影响较大，其故障率相

对较高，若发生故障，会造成无法估量的损失，因此，研

究有效的叶轮叶片检测方法对发动机行业意义重大。

本文采用三坐标测量机结合ＰＣ－ＤＩＭＳ软件叶轮叶片

进行检测，基于迭代法进行坐标系建立，并进行叶轮叶片

的曲面检测，提出利用最小二乘法进行数据处理与求解。

１　三坐标测量机工作过程及复杂曲面检测分析

１１　三坐标测量机工作过程

三坐标测量机的工作原理是在三维可测的空间范围内，

能够根据测头系统探测工件，返回工件表面的点数据，通

过三坐标的软件系统 （如ＡＣ－ＤＭＩＳ）计算各类几何形状、

尺寸等测量能力的仪器。

在空间中，可以用坐标来描述每一个点的位置，多个

点可以用数学的方法拟合成几何元素，如：面、线、圆、

圆柱、圆锥等。利用几何元素的特征，如：圆的直径、圆

心点、面的法矢、圆柱的轴线、圆锥顶点等可以计算这些

几何元素之间的距离和位置关系、进行形位公差的评价，

以上就是三坐标的工作原理［１５］。由此可见，三坐标测量机

的这一工作原理使其具有很强的通用性与柔性。从原理上

说，它可以测量任何工件的任何几何元素对应的几何

参数。

三坐标测量机种类繁多、形式各异、性能多样，所检

测对象和放置环境条件也不尽相同，是典型的机电一体化

设备，大体由机械系统 （主机）、探测系统 （测头）、电气

系统 （操纵盒）、以及软件系统 （计算机）四部分组成［１９］。

图１　机械测头示意图

表１　不正确的矢量及相关误差表
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图２　不正确的矢量及相关误差

正如ＴＰ２０这样的机械测头，包括３个电子接触器，当

测杆接触物体使测杆偏斜时，至少有一个接触器断开，此

时机器的犡、犢、犣光栅被读出。这组数值表示此时的测杆

球心位置。

１２　复杂曲面检测分析

叶轮 （ｉｍｐｅｌｌｅｒ），又称工作轮，属于复杂曲面的一种。

叶轮作为动力机械的关键部件，目前在航空、造船、发电、

风机等行业得到广泛应用。叶轮叶片的型面非常复杂，对

发动机性能影响大，设计研制周期长，制造工作量大。其

加工、检测一直被视为制造业中的难题之一，叶轮加工过

程中的全面质量控制是叶轮制造过程中的重要环节。

叶轮检测的难点在于：

１）叶轮叶片属于自由曲面，叶片扭曲严重，测量时易

发生干涉。

２）叶片上的坐标点属于空间三维曲面上的点，测量时

应采用三维补偿，轮廓度评价时需要采用六维最佳拟合，

对测量软件算法和机器精度要求很高。

３）效率和精度要高。叶轮通常要求全尺寸检测，项目

较多，无法从效率上满足要求。

叶轮三维视图如图３所示。矢量点和自动圆如图４所

示。图５为叶轮加工工艺图。

图３　叶轮三维视图

２　复杂曲面检测方法

２１　坐标系建立原理

迭代法原理：迭代法建立坐标系主要应用于工件原点

不在工件本身、或无法找到相应的基准元素 （如面、孔、

线等）来确定轴向或原点的零件。迭代法建立坐标系特征

元素必需要有数模或用于建立坐标系的元素的理论值信息。

本次测量叶轮采用六点迭代法建系，使其测量点拟合

为平面、直线、点，再利用３－２－１法创建坐标系。其六点
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图４　矢量点及自动圆

图５　叶轮加工工艺图

图６　确定直角坐标系坐标轴

法迭代建立坐标系的算法步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：确定３个矢量方向近似一致的矢量点。

Ｓｔｅｐ２：将３个矢量点进行拟合确定一个平面，目的是

找正一个轴向。

Ｓｔｅｐ３：确定两个矢量方向近似一致的点，并且此两点

的连线与前３个点方向垂直。

Ｓｔｅｐ４：将两个矢量点进行拟合，确定一条直线

Ｓｔｅｐ５：通过旋转确定第二轴。

Ｓｔｅｐ６：将最后一个矢量点设定为原点。

Ｓｔｅｐ７：要求该点的方向与前５个点矢量方向均垂直。

结合叶轮形状，为精确建立坐标系，本文采用在叶轮

下表面打３个矢量点来拟合平面，在叶片上部测量２个矢量

点进行直线的拟合，在叶轮上表面打出矢量圆来进行坐标

原点的拟合。

２２　进行矢量点自动圆的选择

矢量点自动圆的选择算法：

Ｓｔｅｐ１：测量模式首先调整为手动模式。

Ｓｔｅｐ２：打开自动测量圆对话框，在数模上选取圆，圆

上表面 “采样例点”必须为３个，间隙－２。

Ｓｔｅｐ３：根据图片所示修改中心坐标狓、狔数值，鼠标

点击自动圆上表面狕的测量值自动填入。

Ｓｔｅｐ４：根据叶轮图纸参数，输入测量点为８，圆柱深

度－１。测量点的深度－０．２。调整触点在各叶片中间。

Ｓｔｅｐ５：当自动测量圆时，为防止测头撞到圆弧，应修

改逼近距离、回退距离， （在程序开头把逼近距离改为２，

回退距离改为３）。注意避让移动为两者，距离为４０。

图７为测量点的布局图。

图７　测量点布局图

２３　复杂曲面坐标系建立方法

Ｓｔｅｐ１：点击插入－坐标系－新建－进入迭代法建立坐

标系。

Ｓｔｅｐ２：依次选择矢量点１．２．３．４－狕轴。

Ｓｔｅｐ３：依次选择矢量点５．６．７－狓轴。

Ｓｔｅｐ４：依次选择矢量点圆１－原点。

Ｓｔｅｐ５：勾选 “始终测量全部特征”。

Ｓｔｅｐ６：打点次数选择５或其他数值。

Ｓｔｅｐ７：点目标半径０．１或其他 （数值越小精度越高）。

Ｓｔｅｐ８：确定。

算法执行，依据算法中的打点顺序依次测量所有矢量

点。最后一个矢量点输入完成后，测量机便会自动进行迭

代运行。

２４　复杂曲面阵列确定及测量

２．４．１　复杂曲面手动打点并测量

叶片手动打点并测量算法步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：进行特征－矢量点的插入。

Ｓｔｅｐ２：在数模的叶片上进行测量点的选择。选择原则：

测量点选择要均匀，数量越多评价的尺寸越精确，但耗时

越长。

Ｓｔｅｐ３：确定最后一个测量点是否选择完成，如果是，

转Ｓｔｅｐ４；否则，转Ｓｔｅｐ２。

Ｓｔｅｐ４：移动狕轴，提升到距离叶轮上表面５～１０ｍｍ

处，并进行安全点的记录。

Ｓｔｅｐ５：进行点的测量，并记录相关数据。

Ｓｔｅｐ６：所有测量点是否测量完毕，如果是，则转

Ｓｔｅｐ７；否则，转Ｓｔｅｐ５。

Ｓｔｅｐ７：结果输出。

２．４．２　获取复杂曲面阵列

Ｓｔｅｐ１：复制所有测量点，在编辑窗口中选择叶片上所

有测量点进行复制。

Ｓｔｅｐ２：修改阵列列表，点击编辑列表－阵列，在阵列

设置中修改偏置角度 （４５）、镜像 （无翻转）、偏置次数

（７）。

Ｓｔｅｐ３：阵列粘贴，光标放到编辑窗口底部，点击编辑
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列表－阵列粘贴。

Ｓｔｅｐ４：叶轮中所有大叶片测量点自动生成。如图８

所示。

图８　叶轮叶片所有测量点

３　改进的最小二乘方法

最小二乘法 （ＬＳ）作为一种最基础、最经典，同时也

是最广泛应用的曲线拟合方法，应用范围异常广泛，但也

存在一定的问题：最小二乘曲线拟合的非一致的，即具有

一定的偏差性。因此，为了克服改缺陷，本文采用一种改

进的最小二乘法：广义最小二乘法。用于解决复杂曲面零

件的检测问题［２０］。

一个零件在其加工过程中，实际加工精度与其设定值

难免存在差距。为提高测量精度，避免测量误差，就需要

更多的测量点，这也导致了测量过程时间的加长。

叶轮叶片型面为复杂曲面，因此，本文采用基本测量

点数拟合几何特征的最小二乘法导出非线性的数学方程，

并转换为线性化方程进行求解。算法运算过程如下：

首先，由上述测量点５、点６、点７拟合一条理想直线

方程，具体拟合数学过程方法如下：

设直线所在的工作平面为犡犢，犘犻 （狓犻，狔犻）（犻＝１，狀）

为测点的集合，设定理想拟合直线方程为：

狔＝犪狓＋犫 （１）

　　由最小二乘法原理知，目标函数为：

犉（犪，犫）＝∑
犖

犻＝１
（狔犻－犪狓犻－犫）

２ （２）

　　由于函数犪和犫的偏导数为零，因此可解直线的参数值

为：

犪＝
犖∑

犖

犻＝１
（狓犻狔犻）－∑

犖

犻＝１
狓犻∑

犖

犻＝１
狔犻

犖∑
犖

犻＝１
狓２犻－（∑

犖

犻＝１
狓犻）

２
（３）

犫＝
∑

犖

犻＝１
狓２犻∑

犖

犻＝１
狔犻－∑

犖

犻＝１
狓犻∑

犖

犻＝１
狓犻狔犻

犖∑
犖

犻＝１
狓２犻－（∑

犖

犻＝１
狓犻）

２
（４）

　　该直线通过 （０，犫，０），其单位方向向量为：

犾＝
１

１＋犪槡
２
　　犿＝

犪

１＋犪槡
２
　　狀＝０ （５）

　　其次，由上述测量点１、点２、点３、点４拟合理想平

面，具体拟合过程算法如下：

设犖 个测量点为犘犻 （狓犻，狔犻，狕犻）（犻＝１，２，…，犖），

则理想平面方程为：

狕＝犃狓＋犅狔＋犆 （６）

　　由最小二乘法原理可知，目标函数为：

犉（犃，犅，犆）＝∑
犖

犻＝１
（犃狓犻＋犅狔犻＋犆－狕犻）

２ （７）

　　直线的参数值为：

犃＝
犛１２犛２３－犛１３犛２２

犛２１２－犛１１犛２２
（８）

犅＝
犛１２犛２３－犛１１犛２３

犛２１２－犛１１犛２２
（９）

犆＝
∑

犖

犻＝１
狕犻－犃∑

犖

犻＝１
狓犻－犅∑

犖

犻＝１
狔犻

犖
（１０）

　　平面的单位向量 （犾，犿，狀）为：

犾＝
犃

１＋犃
２
＋犅槡

２
（１１）

犿＝
犅

１＋犃
２
＋犅槡

２
（１２）

狀＝
－２

１＋犃
２
＋犅槡

２
（１３）

　　最后，由上述测量自动圆的圆心来拟合坐标原点，具

体拟合算法如下：

设测量工作平面为犡，犢，犖，测量点为犘犻 （狓犻，狔犻，

狕犻）（犻＝１，２，…，犖），则理想的圆方程为：

（狓－狓０）
２
＋（狔－狔０）

２
＝犚

２ （１４）

　　由最小二乘法原理，目标函数为：

犉（狓０，狔０，犚）＝ （ （狓犻－狓０）
２
＋（狔犻－狔０）

２
－槡 犚）２ （１５）

　　由于本函数的偏导数为非线性方程组，为求解方便，

对函数进行线性化处理：

犉（狓０，狔０，犚）＝∑
犖

犻＝１
（狓２犻＋狔

２
犻－２狓０狓犻－２狔０狔犻＋犆）

（１６）

犚＝ 狓２０＋狔
２
０－槡 犆 （１７）

　　本文改进的最小二乘法的处理过程如下，假设该系统

采用的模型如下：

犃（狕－１）狕（犽）＝犅（狕－
１）狌（犽）＋

１

犆（狕－１）
狏（犽） （１８）

　　其中：犃 （狕－１），犅 （狕－１）和犆 （狕－１）的定义如式

（１９）和 （２０）所示：

犃（狕－１）＝１＋犪１狕
－１
＋犪２狕

－２
＋…＋犪狀

犪
狕－狀犪

犅（狕－１）＝犫１狕
－１
＋犫２狕

－２
＋…＋犫狀

犫
狕－狀｛ 犫

（１９）

犆（狕－１）＝１＋犮１狕
－１
＋犮２狕

－２
＋…＋犮狀

犮
狕－狀犮

犇（狕－１）＝犱１狕
－１
＋犱２狕

－２
＋…＋犫狀

犱
狕－狀｛ 犱

（２０）

　　狀犪，狀犫和狀犮作为模型的阶次，在本文中假定是已知的，

采用改进的广义最小二乘法可以得到上式的无偏一致估计。

有如下的两个假定：

狕犳（犽）＝犆（狕
－１）狕（犽）

狌犳（犽）＝犆（狕
－１）狌（犽｛ ）

（２１）

　　及：
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θ＝ ［犪１，犪２，…，犪狀
犪

，犫１，犫２，…，犫狀
犫

］犜

犺犳（犽）＝ ［－狕犳（犽－１），…，－狕犳（犽－狀犪），

狌犳（犽－１），…，狌犳（犽－狀犫）］
烅

烄

烆
犜

（２２）

　　将模型化为最小二乘格式：

狕犳（犽）＝犺
犜
犳
（犽）θ＋狏（犽） （２３）

　　由于狏 （犽）是白噪声，所以用最小二乘可以获得参数θ

的无偏估计，由于噪声模型犆 （狕－１）未知，还需要用迭代

的方法来求得犆 （狕－１）。令：

犲（犽）＝
１

犆（狕－１）
狏（犽） （２４）

　　置：

θ犲（犽）＝ ［犮１，犮２，…，犮狀
犮

］犜

犺犲（犽）＝ ［－犲（犽－１），…，－犲（犽－狀犮）］｛ 犜
（２５）

　　这样就把噪声模型也转变为最小二乘格式：

犲（犽）＝犺
犜
犲（犽）θ犲＋狏（犽） （２６）

　　由于上式中的噪声已为白噪声，所以用最小二乘也可

获得参数θ犲的无偏估计，但是数据向量中依然含有不可测

的噪声量［－犲（犽－１），…，－犲（犽－狀犮）］，可用相应的估计值来

代替，置犺犲（犽）＝ ［－^犲（犽－１），…，－^犲（犽－狀犮）］
犜，其中犽＜０

时，犲（犽）＝０；犽＞０时，按照：

犲^（犽）＝狕（犽）－犺
犜（犽）^θ （２７）

　　计算，式中，

犺（犽）＝ ［－狕（犽－１），…，－狕（犽－狀犪），狌（犽－１），…，狌（犽－狀犫）］
犜

（２８）

　　综上所述，改进的广义最小二乘法可归纳为：

θ^（犽）＝θ^（犽－１）＋犓犳（犽）［狕犳（犽）－犺
犜
犳
（犽）^θ（犽－１）］

犓犳（犽）＝犘（犽－１）犺犳（犽）［犺
犜
犳
（犽）犘犳（犽－１）犺犳（犽）＋１］

－１

犘犳（犽）＝ ［犐－犓犳（犽）犺
犜
犳
（犽）］犘犳（犽－１）

θ^犲（犽）＝θ^犲（犽－１）＋犓犲（犽）［^犲（犽）－犺
犜
犲（犽）^θ犲（犽－１）］

犓犲（犽）＝犘犲（犽－１）犺犲（犽）［犺
犜
犲（犽）犘犲（犽－１）犺犲（犽）＋１］

－１

犘犲（犽）＝ ［犐－犓犲（犽）犺
犜
犲（犽）］犘犲（犽－１

烅

烄

烆 ）

（２９）

　　上述算法流程如图９所示。

图９　算法处理流程图

４　复杂曲面实际测量及结果分析

利用辽宁省数控机床信息物理融合与智能制造重点实

验室中的海克斯康三坐标测量机，对叶轮采用上述算法进

行了实际检测。

具体检测步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：点击评价栏中 “特征位置”界面，选择叶片中

所有测量点，勾选薄壁件选项 （犜），输入公差进行创建。

Ｓｔｅｐ２：点击视图，调出表格显示窗口。

Ｓｔｅｐ３：按照上述算法进行叶轮测量。

Ｓｔｅｐ４：叶轮测量完成，输出测量结果。

本文选取了８个叶轮。并利用ＰＣ－ＤＭＩＳ数据分析软

件进行测量点分析，在每个叶轮上选取点如图１０所示。

图１０　叶轮选取点示意图

针对图１１中选取的点，进行了实际测量，在叶片数模

上打点的理论值与实际测量值的偏差如表２所示。

针对表２中的偏差计算出了平均值和方差折线统计图，

如图１１所示。

图１１　偏差平均数及方差折线图

表２中采用上述检测方法检测了四组叶轮，每个叶轮

随机抽取８个测量点进行抽样检查，所有点的检测结果都

在误差允许的范围内，通过均值、方差和误差来看，也都

满足指标要求。
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表２　所选测量点的测量结果及误差

　　　　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

序号　　　　
点１ 点２ 点３ 点４ 点５ 点６ 点７ 点８

叶轮１ ０．００７９２ －０．００８９７ －０．００９７１ ０．００８６６ －０．０００３６ ０．００１４６ ０．００５１９ －０．００５１８

叶轮２ －０．０００４６ ０．００２５５ －０．００３３３ －０．００２５５ －０．００９５５ ０．００４２９ －０．００５２４ ０．００９０８

叶轮３ －０．００３２１ －０．００４１８ ０．０００１１ －０．００２１７ ０．０００１９ －０．０００１１ ０．０００１２ ０．０００１６

叶轮４ ０．００６４４ －０．００５３３ ０．００４８９ －０．００５４４ ０．００３７６ ０．００１２３ ０．００２３７ ０．００５６２

叶轮５ ０．００２７１ ０．００４２３ －０．００５０９ －０．００９７９ ０．００８３１ ０．００５７９ －０．００５２２ ０．００３９２

叶轮６ ０．００７１７ ０．００９３３ －０．００４６２ －０．００１４２ ０．００２０８ ０．００３１８ －０．００１８１ ０．００６３８

叶轮７ ０．００６５１ －０．００８５５ ０．００７１３ ０．００７２６ ０．００６９８ ０．００５３３ －０．００１３１ ０．００６３１

叶轮８ ０．００８６１ ０．００４５７ －０．００５３１ ０．００２５３ ０．００２１９ －０．００３１９ ０．００５２２ －０．００４６２

　　图１２为实际的检测结果部分结论 （图中点偏差颜色显

示为超差范围）。

图１２　检测结论

５　结论

通过用迭代法建立复杂曲面叶轮的坐标系，并借助于

海克斯康三坐标测量机和ＰＣ－ＤＩＭＳ软件进行了叶片曲面

的实际检测，采用阵列粘贴的方式，利用最小二乘法进行

数据拟合。结合计算机求解及数据处理，通过选取８个１６

片叶轮，每个叶轮检测８个点的数据分析结果可以看出，

本文采用的检测方法，结果准确、可靠。此方法不仅适合

于叶轮的检测亦可用于其它难以建立准确坐标系的曲面零

件场合。在后续的工作中，将以此方法所建立坐标系为基

础，收集其他曲面复杂零件进行检测，并对误差数据进行

进一步分析，更好的指导测量过程。
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