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基于犉犘犌犃的浮点指数函数算法研究与实现

史雄伟，王　成，张春雷，陈乃奎
（北京广利核系统工程有限公司，北京　１０００９４）

摘要：基于ＦＰＧＡ的核电站仪控设备中涉及大量浮点指数运算，而常用的ＣＯＲＤＩＣ算法和线性逼近法等存在计算范围小、计算精度

不高等问题，对ＦＰＧＡ硬件实现指数函数的方法进行研究，并提出一种改进的级数近似法；该方法对输入进行预处理，将输入分解后采

用查找表和泰勒级数展开结合的方法，在展开很少项数的情况下快速收敛，发挥查找表法和级数近似法的优势，提高算法的运算精度和

效率；在 Ｍａｔｌａｂ环境下对改进算法的有效性进行仿真验证，且采用Ｖｅｒｉｌｏｇ语言进行编程实现，在 Ｍｉｃｒｏｓｅｍｉ公司的ＩＧＬＯＯ２系列ＦＰ

ＧＡ上进行具体算法性能验证；Ｍａｔｌａｂ仿真和ＦＰＧＡ验证结果均表明，改进的级数近似法能够大幅增大指数函数的自变量输入范围，并

提高计算精度。
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０　引言

在核电站仪控系统中，需要采集堆芯外核检测仪表的数据

以实现对核反应堆的实时监控。对于一部分核测设备，需要进

行指数、对数等超越函数的算法运算才能得到实际物理值。

ＦＰＧＡ凭借其并行定制计算的高效性和可重构的灵活性，在核

电站仪控设备中得到越来越广泛的应用。然而ＦＰＧＡ本身对

指数函数的直接计算缺乏有效地支持，而且通用、高效的超越

函数计算ＩＰ核也较少
［１］，因此有必要研究运算高效、精度高、

计算范围大的浮点指数函数硬件实现方法。

在对ＣＯＲＤＩＣ算法、分段线性逼近法等常用算法进行性

能分析的基础上，针对其计算范围小、精度差等问题，提出一

种改进的级数近似法，与查表法结合实现浮点指数函数，能有

效提高计算精度和计算效率。通过 Ｍａｔｌａｂ仿真分析和 Ｍｉ

ｃｒｏｓｅｍｉ的ＩＧＬＯＯ２系列的ＦＰＧＡ器件的硬件实现，对算法进

行性能测试评估。实验结果表明，相比于ＣＯＲＤＩＣ算法、分

段线性逼近法，本方法在计算精度和收敛域范围方面的性能更

好。而且本方法能适应于多种常见超越函数的计算，适用性

较好。

１　现有算法分析

目前在ＦＰＧＡ中硬件实现指数函数常用的方法有ＣＯＲＤＩＣ

算法、分段线性逼近法、查表法、级数近似法等［２６］。

１１　犆犗犚犇犐犆算法实现

ＣＯＲＤＩＣ即坐标旋转数字计算方法是一种数值逼近算法，

最初应用于解决三角学问题，通过多次迭代将一些在硬件实现

中既耗时又占用资源的运算转换为简单的移位、加减运算，便

于硬件实现，后来被广泛用于多种初等函数的运算中 （包括三

角函数、乘除法运算、指数运算、对数运算等）［３６］。

最初的ＣＯＲＤＩＣ算法基本原理为通过一系列固定的、与

运算基数有关的角度的不断偏摆以逼近所需的旋转角度。１９７１

年，Ｊ．Ｓ．Ｗａｌｔｈｅｒ提出了统一的ＣＯＲＤＩＣ算法，引入工作模式

参数犿：犿＝１为圆周系统、犿＝０为线性系统、犿＝－１为双曲

系统），采用一个ＣＯＲＤＩＣ迭代方程统一表示３种系统：

狓犻＋１ ＝狓犻－犿δ犻狔犻·２
－犻

狔犻＋１ ＝狔犻＋δ犻狓犻·２
－犻，犻＝０，１，２，…，犖－１

狕犻＋１ ＝狕犻－δ犻θ犻

　　其中：θ＝

ａｒｃｔａｎ２－犻， 犿＝１

２－犻， 犿＝０

ａｒｃｔａｎ犺２－犻， 犿＝－
烅

烄

烆 １

，
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δ犻 ＝
狊犻犵狀（狕犻），旋转模式

－狊犻犵狀（狓犻·狔犻），｛ 向量模式

选择不同参数可得到不同的计算结果，如表１所示。

表１　ＣＯＲＤＩＣ算法的参数选择及结果

ＣＯＲＤＩＣ 旋转模式（狕犖 －＞０） 向量模式（狔犖 －＞０）

圆周系统

（犿＝１）

狓犖 ＝
１

犓犮
（狓０ｃｏｓ狕０－狔０ｓｉｎ狕０）

狔犖 ＝
１

犓犮
（狔０ｃｏｓ狕０＋狓０ｓｉｎ狕０）

狓犖 ＝
１

犓犮
狓０２＋狔０槡 ２

狕犖 ＝狕０＋ａｒｃｔａｎ（狔０／狓０）

线性系统

（犿＝０）

狓犖 ＝狓０

狔犖 ＝狔０＋狓０狕０

狓犖 ＝狓０

狕犖 ＝狕０＋狔０／狓０

双曲系统

（犿＝－１）

狓犖 ＝
１

犓犺
（狓０ｃｏｓｈ狕０－狔０ｓｉｎｈ狕０）

狔犖 ＝
１

犓犺
（狔０ｃｏｓｈ狕０＋狓０ｓｉｎｈ狕０）

ｘＮ＝
１

Ｋｈ
ｘ０２－ｙ０槡 ２

ｚＮ＝ｚ０＋犪狉犮狋犪狀ｈ（ｙ０／ｘ０）

其中：犓犮 ＝∏
犖－１

犻＝０

１

１＋２
－２槡 犻
，犓犺 ＝∏

犖－１

犻＝０

１

１－２
－２槡 犻

下面介绍利用ＣＯＲＤＩＣ算法的双曲旋转法实现自然指数

函数运算。

由于指数函数犲狓 ＝ｓｉｎ犺狓＋ｃｏｓ犺狓，采用双曲系统的旋转

模式可以计算ｓｉｎ犺狓 和ｃｏｓ犺狓，初始值设置为：狓０＝犓犺，狔０＝

０，狕０＝狓。

需要注意的是在双曲系统下要保证迭代序列收敛，需要从

第４项开始每隔３狀＋１项必须重复一次，即狀＝１，２，３，４，４，５，

６，…，１３，１３，１４，…，４０，４０，…，重复迭代的位置为：犻＝４，１３，

４０，…，犽，３犽＋１，．．．

根据文献 ［６］，自变量的收敛范围仅为 （－１．１１８２，

１．１１８２），函数的输入范围受到极大限制。

狘狕犻狀狘≤ａｒｃｔａｎ犺（２
－犖）＋∑

犖

犻＝１

ａｒｃｔａｎ犺（２－犻）

即１．１１８２，解决的办法是增加犻为负数的迭代，改进的迭

代公式为：

当犻＞０时，
狓犻＋１ ＝狓犻＋δ犻狔犻·２

－犻

狔犻＋１ ＝狔犻＋δ犻狓犻·２
－犻

狕犻＋１ ＝狕犻－δ犻ａｒｃｔａｎ犺（２
－犻）

当犻＜＝０时，
狓犻＋１ ＝狓犻＋δ犻狔犻·（１－２

犻－２）

狔犻＋１ ＝狔犻＋δ犻狓犻·（１－２
犻－２）

狕犻＋１ ＝狕犻－δ犻ａｒｃｔａｎ犺（１－２
犻－２）

犓犺 ＝∏
０

犻＝－犕

１

１－（１－２－２
－犻＋１
）槡 ２

·∏
犖－１

犻＝１

１

１－２
－２槡 犻

硬件实现时，首先计算出犓犺 的值，然后给定狓０＝犓犺，狔０

＝０，狕０＝狓，进行多次迭代后，狕趋近于０，指数函数的计算结

果为狓＋狔。

１２　分段线性逼近法

分段线性逼近法是将查找表与多项式逼近相结合，保存各

段多项式的系数，计算速度快，消耗资源少，易于硬件实

现［７］，广泛应用于人工神经网络、图像处理等非线性函数的计

算过程［８］。

分段线性逼近法采用多段直线来逼近曲线，创建查找表保

存各段直线的系数，计算时根据输入选择合适的直线段逼近非

线性函数。每个直线段表示为狔＝犽犻狓＋犫犻，根据每一个分段

区间逼近基点处直线与非线性函数的值相同，可以求得各段直

线段的犽值和犫值。

基于分段线性逼近法在ＦＰＧＡ 中实现指数函数的主要步

骤为：

步骤１：按照一定的分段规则将指数函数的输入区间进行

划分，求取各个直线段的逼近基点。本文根据需求定义输入区

间为 ［－１０，１０］，采用均分输入区间的方法，以狊为步进针

对 ［－１０，１０］区间划分为２０／狊个区间。

步骤２：根据相邻２个逼近基点的指数函数值，计算各个

直线段狔＝犽犻狓＋犫犻中的犽、犫值。为方便硬件实现直接使用，

需要将犽、犫值转换成相应的数据格式。一般采用最小二乘法

拟合得 到 每 段 的 犽、犫 值，并 将 其 存 储 在 ＦＰＧＡ 的 片 内

ＲＡＭ中。

步骤３：使用硬件描述语言实现硬件设计。首先要计算的

指数函数自变量狓，选择正确的犽、犫值，然后再进行一次乘

法和加法操作即得到计算结果，其计算速度较快。

１３　查表法原理

查表法是根据计算精度要求，先将指数函数的输入值分为

若干个点，分别求出对应点的函数值，并将结果写入 ＲＯＭ／

ＲＡＭ等存储器中。然后通过适当的运算将输入变量与存储器

地址对应起来，再计算时直接查表得到结果。

用查表法实现函数计算，虽然没有输出延时，但其所需存

储单元随着函数输入域的增大或是计算精度的提高呈指数形式

增加，资源消耗巨大［２］，甚至是不可行的。

１４　级数近似法原理

级数近似法利用泰勒展开式将超越函数的复杂运算转换为

基本的乘法和加减法运算，再根据计算精度对级数进行截取。

级数近似法需要的乘法器、加法器较多，硬件实现复杂，资源

消耗较大。

根据泰勒公式可以得到指数函数犲狓 的幂级数展开式为：

犲狓 ＝１＋
狓
１！
＋
狓２

２！
＋
狓３

３！
＋…

狓狀

狀！
， －∞ ＜狓＜ ∞ 该级

数在整个定义域内收敛，但是只有在０点附近收敛速度较快，

当狓取值较大时，需要的展开项较多，运算量大，计算速度变

慢，不适合在ＦＰＧＡ中直接使用。

２　改进算法设计

针对现有算法存在精度不高、计算范围小、消耗资源多等

问题，提出一种改进的级数近似法，采用查找表与级数近似法

相结合实现浮点函数计算，有效提高计算精度和计算效率。

２１　改进级数近似法的原理

针对泰勒级数近似法的缺点进行改进，将输入数据狓进

行预处理，将其转换到０点附近的区域，采用较少的展开项满

足误差需求。原理为：

狓＝犪＋犮，其中犪为整数部分，犮为小数部分。但是在犮取值

接近１时，需要的迭代步骤仍然较多，进一步，令狓 ＝犪＋

犫１２
（^－１）
＋犫２２

（^－２）
＋…＋犫狀２

（^－狀）
＋犮其中，犪为整数部分，

犫１～犫狀 分别２
－１
～２

－狀的二进制系数，犮为接近与０的余项。犮＜

２
（－狀），能够保证只采用幂级数展开的前几项即可满足精度要

求。最终结果犲狓 ＝犲犪·犲犫·犲犮。其中，犫＝犫１２
（^－１）
＋犫２２

（^－２）
＋

…＋犫狀２
（^－狀）。
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在狀确定后，根据ＩＥＥＥ７５４标准浮点数的表示方法，可

以方便求得犪，犫１～犫狀， 和犮．以狀取３为例，狓＝１．３１２５时，

浮点表示为０ｘ３ＦＡ８００００，即：

符号位 （１ｂｉｔ） 指数位 （８ｂｉｔ） 尾数位 （２３ｂｉｔ）

０ ０１１１１１１１ ０１０１０００００００００００００００００００

则犪＝１，犫１＝０，犫２＝１，犫３＝０，犮＝０．０００１０００００００００００００００００００

（０．０６２５）

硬件实现时，根据所需精度确定狀的取值和泰勒级数展开

的项数，并将犲犪 的值事先计算出来做成查找表，犪＝０，１，２，

…，８８ （单精度浮点数能表示的数值范围决定犪最大值为

８８），同理将犲犫 也分别计算出来存入查找表中备用。

基于该算法在 ＦＰＧＡ 中实现指数函数的计算，主要步

骤为：

步骤１：将输入值狓进行预处理，拆分成整数部分犪，并

通过移位等操作得到犫１，犫２，犫３，…犫狀 和小数余项犮。

步骤２：根据犪的结果查找犲犪 的值，根据犫１，犫２，犫３，…

犫狀 查找犲
犫 的值。

步骤３：根据泰勒级数展开式计算犲犮 的值。

步骤４：计算最终结果犲狓 ＝犲犪·犲犫·犲犮。

本方法采用级数近似和查找表结合的方法，能够在整个定

义域内都得到满意的精度。

２２　性能分析

经过理论分析可得，展开式项数越多，计算精度越高，但

是消耗的资源会越大，为了适合硬件实现，以展开至狓４ 项进

行分析。

其次确定狀的数值，犫１～犫狀 不存在，即狀＝０的情况，即

只将数据分解为整数部分和小数部分，最大相对误差是

０．０１０４９。狀＝１，２，３ 的 情 况 下 最 大 相 对 误 差 分 别 为：

１．１９２７７犲－００４，３．１５１５３犲－００６，９．０５８４２犲－００８；仿真结果与

理论分析一致，狀的取值越大，最后得到的小数余项犮越小，

展开项数一致的情况下精度越高。综上所述为了平衡资源和精

度，ＦＰＧＡ硬件实现时取狀＝３，展开至狓４ 项进行分析。

下面对提出的改进算法与ＣＯＲＤＩＣ算法、分段线性逼近

算法在ｍａｔｌａｂ环境下进行精度性能分析比较。参考文献 ［６］，

ＣＯＲＤＩＣ算法负向迭代次数为－５时收敛域范围扩展到 （－

１２．４２６４４，１２．４２６４４），从－８次迭代，收敛域扩展到 （－

２２．８２１９４，２２．８２１９４）。由于硬件资源等限制，采用正向迭代

２２次进行分析
［４］。对于分段线性逼近法，取 狓 的范围与

ＣＯＲＤＩＣ算法的收敛域一致，步长为０．０１，各拟合直线段的犽

值和犫值均采用最小二乘法拟合得出。图１和图２分别是３种

算法在输入范围为 （－１２，１２）和 （－２２，２２）时３种算法的

相对精度曲线图。

对于ＣＯＲＤＩＣ算法，负向迭代次数为－５时，最大相对误

差为７．４３６２５ｅ－００６，负向迭代次数为－７时，最大相对误差

增大为６．７１８３４ｅ－００４。由于单精度浮点数能够表示的精度有

限，当不能足够精确地表示 犓犺 时，计算结果会有较大的误

差。收敛域越大，犻为负数的迭代次数越多，计算的犓犺 的误

差会越大，需要在收敛域和精度之间寻找平衡。

分段线性逼近法的在输入范围为 （－１２，１２）和 （－２２，

２２）时，根据步长得到划分的段数分别为２４００，４４００，最大

图１　相对误差曲线图

图２　误差曲线图

相对误差分别为－６．０２２８５犲－００６，－７．４６８５８犲－００６。

改进级数近似法在整个输入范围内使用的参数一致，最大

相对误差为９．０５８４２犲－００８，比ＣＯＲＤＩＣ算法和分段线性逼近

法精度都高，而且输入范围增大。经过仿真分析，改进级数近

似法在输入范围 （－８６，８８．７）内都能够保证运算的高精度，

并且所消耗的资源不随输入范围的变化而改变。

ＣＯＲＤＩＣ算法易于硬件实现，但是收敛范围有限，需要增

加狀为负数的迭代以扩展收敛域，且收敛速度与数据的表示精

度成反比，当精度要求较高时，算法的迭代次数较多，计算延

迟会增大。分段线性逼近法原理简单，但是计算精度与分段数

量相关，当自变量范围较大、计算精度较高时，要有分段数量

会很大。改进级数近似法在不增加资源消耗的前提下，在很大

输入范围内都能够保持高运算精度。

３　算法的犉犘犌犃实现

为对改进级数近似法的计算精度、计算速度、资源消耗及

适用范围进行评估，将上述设计在 Ｍｉｃｒｏｓｅｍｉ公司的ＩＧＬＯＯ２

系列的 ＦＰＧＡ Ｍ２ＧＬ１５０上实现，该芯片拥有多达２４０个

ｍａｔｈｂｌｏｃｋ资源和丰富的ＬＵＴ和逻辑资源。

在硬件实现时，ＣＯＲＤＩＣ算法从－５开始负向迭代，正向

迭代次数设置为２２，能够保证计算相对精度在１０－６级别。分

段线性逼近法计算范围与ＣＯＲＤＩＣ的收敛域保持一致，步长

为０．０１。改进级数近似法狀取３，即保证小数项犮小于０．１２５。

展开项为５项，即计算到狓４ 项。为保证运算速度，所有算法

均采用流水线结构。

经过理论分析和仿真结果以及ＦＰＧＡ的硬件实现，可以

得到３种算法的性能对比如表２所示。

ＣＯＲＤＩＣ算法可以使用简单的移位和累加代替乘法，实现简

单，但是要保证精度需要迭代的次数较多，而且计算范围有限。

（下转第２３１页）
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图５　粒子数变化情况

中的复杂度降低，复杂度变小。

４　结论

提出了一种自适应遗传粒子滤波算法，并将其应用于滚动

轴承的性能衰退趋势预测。ＡＧＰＦ算法采用遗传算法代替传统

粒子滤波中的重采样方法，并根据粒子数与滤波误差方差之间

的关系，自适应调节滤波过程中的粒子数，解决了粒子退化及

计算过程复杂度问题。将 ＡＧＰＦ算法应用于滚动轴承性能衰

退趋势预测，分别对ＰＦ、ＧＰＦ和ＡＧＰＦ算法的滤波效果进行

了验证，结果表明，ＡＧＰＦ算法在确保预测精度的前提下降低

了计算的复杂度，更适合于轴承的性能衰退趋势预测。

参考文献：

［１］潘宏侠，门吉芳．粒子滤波在轴承故障振动信号降噪中的应用

［Ｊ］．振动、测试与诊断，２０１１，３１ （３）：３５４ ３５６．

［２］胡建旺，张　淼．自适应采样数粒子滤波算法 ［Ｊ］．军械工程学院

学报，２００９，２１ （３）：５５ ５８．

［３］阙子俊．基于ＵＫＦ的轴承剩余寿命预测方法研究 ［Ｊ］．仪器仪表

学报，２０１６，３７ （９）：２０３６ ２０４３．

［４］ＬｉＮＰ，ＬｅｉＹＧ．ＡｎＩｍｐｒｏｖｅｄｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇｒｅ

ｍａｉｎｉｎｇｕｓｅｆｕｌｌｉｆｅｏｆｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃ

ｔｉｏｎｓｏｎＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２０１５，６２ （１２）：７７６２ ７７７３．

［５］ＱｉａｎＹ Ｎ，ＹａｎＲ Ｑ．Ｒｅｍａｉｎｉｎｇｕｓｅｆｕｌｌｉｆｅｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌｉｎｇ

ｂｅａｒｉｎｇｓｕｓｉｎｇａｎｅｎｈａｎｃｅｄｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ

ｏｎＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ，２０１５，６４ （１０）：２６９６

２７０７．

［６］吴　昊，孙晓燕，郭玉堂．保持粒子多样性的非退化粒子滤波方法
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［７］ＬｉＮＰ，ＬｅｉＹＧ，ＬｉｕＺＹ，ｅｔａｌ．Ａｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇ－ｂａｓｅｄａｐ
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ａｇｅｍｅｎｔ（ＰＨＭ）［Ｃ］．ＩＥＥＥ，
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表２　３种算法的性能对比

算法
运算周

期数
资源 计算范围 最大相对误差

ＣＯＲＤＩＣ ３６ｃｌｋ

ＤＦＦ：１９７０

ＲＡＭ１Ｋ１８：０

ＭＡＣＣ：０

［－１２，１２］ ７．５８１０－６

分段线性

逼近
２３ｃｌｋ

ＤＦＦ：８５３

ＲＡＭ１Ｋ１８：８

ＭＡＣＣ：２

［－１２．，１２］ －６．５４１０－５

改进级数

近似法
７８ｃｌｋ

ＤＦＦ：２３０６

ＲＡＭ１Ｋ１８：１

ＭＡＣＣ：２４

［－８６．２，８８．７］ １．６５８１０－７

分段线性逼近法实现简单，仅使用查找表和一次乘法和加

法即可计算结果，查找表的大小与计算范围和步长相关，计算

范围越大、步长越小则需要的查找表越大。在步长较大精度差，

步长小时占用的资源多，而且查找表耗费的时间也会增长。

改进级数近似法需要使用乘法器，硬件实现相对复杂，消

耗了较多的硬件ｍａｔｈｂｌｏｃｋ资源和逻辑资源，并且计算速度也

相对较慢。但是通过改进的级数近似法能够大幅加大计算范

围，而且计算精度在输入范围内均保证高精度，比ＣＯＲＤＩＣ

算法高一个数量级，优势明显。

４　结论

本文对当前硬件实现指数函数的方法进行了研究，并以增

大计算范围、提高计算精度为目的，提出一种改进的级数近似

法。该方法采用查找表和级数近似法相结合的方式，将输入数

据进行预处理，在展开很少项数的情况下快速收敛，既保证了

计算精度，又大幅提高了指数函数的计算范围。在 Ｍａｔｌａｂ环

境下对ＣＯＲＤＩＣ算法、分段线性逼近法和改进级数近似法进

行了仿真分析，并采用Ｖｅｒｉｌｏｇ语言，在 Ｍｉｃｒｏｓｅｍｉ公司的ＩＧ

ＬＯＯ２系列的ＦＰＧＡＭ２ＧＬ１５０上验证了各算法的性能，实验

结果表明，改进的级数近似法虽然消耗较多的资源和计算时

间，但是在计算范围和计算精度方面都有明显的优势，能够更

大范围地满足工程应用需求。文中提出的改进方法已经在某核

电站仪控平台实现过程中得到应用，该算法也适用于其他基于

ＦＧＰＡ的系统实现中。

参考文献：

［１］王少军，张启荣，彭　宇，等．超越函数ＦＰＧＡ计算的最佳等距

分段线性逼近方法 ［Ｊ］．仪器仪表学报，２０１４，３５ （６）：１２０９

１２１６．
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