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基于误差分布估计的机器人手眼标定方法研究
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摘要：精确的机器人手眼标定对于机器人的视觉环境感知具有重要的意义；现有算法通常采用最小二乘估计或全局非线性优化求解

方法对机器人手眼系统的变换参数进行计算；当系统存在测量粗差时直接采用最小二乘估计会导致标定结果精度的下降；基于全局非线

性优化策略的标定算法则由于数据粗差的影响，求解过程易过早收敛也会造成标定精度低；为了解决误差粗差敏感的问题，提出了一种

基于误差分布估计的加权最小二乘鲁棒估计方法，以提高机器人手眼标定的精度；首先，通过最小二乘估计计算手眼变换矩阵；之后计

算每对坐标对应的误差值；根据误差值的分布概率初始化对应坐标数据的权值；最后采用加权的最小二乘估计重新计算机器人手眼标定

矩阵；最后引入迭代估计策略进一步提高手眼标定的精度。设计的机器人手眼标定实验及结果证明，所提算法能够在数据粗差影响下保

持较高的标定精度，更适用于机器人的手眼标定问题。
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０　引言

随着智能感知和智能控制技术的发展，机器人已经逐渐融

入到人们的日常生活和工作中。在机器人技术的应用中，机器

人的视觉抓取是一个重要的研究课题。在机器人物体抓取中，

物体位置检测的精度直接依赖于机器人手眼标定的精度。精确

的手眼标定对机器人物体抓取作业的完成起着至关重要的作

用。因此，提高机器人手眼标定的精度成为机器人领域的研究

热点。为了解决服务机器人的手眼标定问题，可以采用高精度

测量仪器测量的方法。然而，由于这些测量仪器价格高昂、操

作复杂，直接测量方法未能被广泛应用。另一个可行的方法是

根据机器人坐标系下和相机坐标系下相同位置对应的坐标对，

估计出坐标的对应关系。

在手眼标定模型方面，Ｔａｓｉ和Ｌｅｎｚ
［１］采用了一种基于轴

角变换的手眼标定模型。Ｌｅｅ
［２］提出了一种基于运动估计的简

化的自标定方法。Ｄａｎｉｉｌｉｄｉｓ
［３］引入了一种基于对偶四元数的旋

转和平移矩阵表示和计算方法。Ｃｈｏｕ和 Ｋａｍｅｌ
［４］提出了一种

基于ＳＶＤ分解的旋转矩阵计算方法。Ｈｏｒａｕｄ等
［５］提出了通过

非线性求解最小化误差模型的手眼标定方法。Ｆａｓｓｉ等人
［６］则

给出了一种基于几何解释的手眼标定方法，采用最小二乘方法

求解。Ｓｃｈｍｉｄｔ等
［７］提出了一种基于向量编码的有效数据选择

方法，剔除部分无效数据，用以提高手眼标定的精度。然而，

该算法的数据剔除策略较为复杂。Ｚｈｕａｎｇ等
［８］为机器人的手

眼系统和末端执行器构造了一种整体模型。该模型的目标是最

小化标定矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数。Ｗｅｉ
［９］则介绍了一种基于最

小化代数距离的自动标定方法。王金桥等［１０］和邹劲松等［１１］分

别采用遗传算法和自适应差异进化算法解决手眼标定求解过程

中过早收敛的问题，在一定程度上提高了求解过程的可靠性。

李巍等［１２］在四元数理论的基础上，提出了矩阵不等式凸松弛

全局最优化标定方法。为了减小数据粗差对标定精度的影响，

提高机器人手眼标定精度，提出了一种基于误差分布估计加权

最小二乘手眼标定方法。同时，提出的迭代求解策略可以进一

步提高标定结果的置信度。

１　机器人手眼标定模型

在机器人系统中，相机的安装方式通常有两种，分别为

Ｅｙｅ－Ｉｎ－Ｈａｎｄ方式和 Ｅｙｅ－Ｔｏ－Ｈａｎｄ方式。Ｅｙｅ－Ｉｎ－

Ｈａｎｄ的方式是指相机安装在机器人手臂的末端位置，相机跟

随机械臂运动；而Ｅｙｅ－Ｔｏ－Ｈａｎｄ是指相机固定安装，机械
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臂的运动不会影响相机与机器人底座的相对位置关系。在服务

机器人系统中，相机通常采用Ｅｙｅ－Ｔｏ－Ｈａｎｄ的安装方式，

如图１所示。Ｅｙｅ－Ｔｏ－Ｈａｎｄ的相机安装方式可以使机器人

能够获得更全面的场景信息。

图１　机器人手眼系统

１１　基于最小二乘的手眼标定模型

机器人的手眼标定过程就是指求解机器人坐标系与相机坐

标系的相关关系的过程。图１展示了服务机器人的３个坐标

系，即机器人基坐标系、机器人工具坐标系以及相机坐标系。

机器人手眼标定的结果可以将视觉坐标系下感知到的目标的位

姿变换到机器人坐标系下。假设犘＝ ｛狆１，狆２，…，狆狀｝和犘′＝

｛狆′１，狆′２，…，狆′狀｝分别表示机器人应用环境中多个空间三维点

在相机坐标系和机器人基坐标系下的坐标。在机器人应用系统

中，任意一点狆犻 的坐标可以通过深度相机测量。另一方面，

工具坐标系和机器人基坐标系的变换参数可以根据机械臂的机

械结构计算得出。采用示教方式使机器人的末端执行器运动至

视觉测量点，则通过机械臂的运动学参数可以获得空间点在机

器人基坐标系下的坐标狆′犻。坐标狆犻（狓犻，狔犻，狕犻）和狆′犻（狓′犻，狔′犻，

狕′犻）之间仅存在刚性变换关系，其刚性变换可表示为式 （１）。

狓′犻

狔′犻

狕′犻

熿

燀

燄

燅１

＝
犚 犜

［ ］０ １

狓犻

狔犻

狕犻

熿

燀

燄

燅１

（１）

　　在上述公式中，犚和犜分别表示旋转矩阵和平移矩阵。旋

转矩阵犚具有如下性质，即：

犚犜犚 ＝犐 （２）

式中，犐表示单位阵。手眼标定的目的是估计出旋转矩阵犚和

平移矩阵犜。最直接的估计方法是采用最小二乘估计。针对手

眼标定问题，采用最小二乘估计的优化目标可以表示为：

（犚，犜）＝ａｒｇｍｉｎ
犚，犜 ∑

狀

犻＝１

狆′犻
＾

－狆′犻
２
＝

ａｒｇｍｉｎ
犚，犜 ∑

狀

犻＝１

（犚狆犻＋犜）－狆′犻
２ （３）

　　令：

犉（犜）＝∑
狀

犻＝１

（犚狆犻＋犜）－狆′犻
２ （４）

　　上述犉对犜 求偏导数，有：

犉

犜
＝∑

狀

犻＝１

２（犚狆犻＋犜－狆′犻）＝

２狀犜＋２犚∑
狀

犻＝１

狆犻－２∑
狀

犻＝１

狆′犻 （５）

　　式 （４）取得极值的条件是使犉对犜的偏导数为零。令式

（５）等于零，则可以计算出平移矩阵犜，即有：

犜＝狆′－犚狆 （６）

式中，

狆＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狆犻 （７）

狆′＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狆′犻 （８）

　　将式 （６）代入式 （４），则目标函数可以表示为：

犉（犜）＝∑
狀

犻＝１

（犚狆犻＋犜）－狆′犻
２
＝

∑
狀

犻＝１

（犚狆犻＋狆′－犚狆）－狆′犻
２
＝

∑
狀

犻＝１

犚（狆犻－狆）－（狆′犻－狆′）
２ （９）

　　手眼标定参数中，旋转矩阵应满足如下公式：

犚＝ａｒｇｍｉｎ
犚 ∑

狀

犻＝１

犚（狆犻－狆）－（狆′犻－狆′）
２ （１０）

　　令：

犵犻 ＝狆犻－狆 （１１）

犺犻 ＝狆′犻－狆′ （１２）

　　考虑到犚
犜犚＝犐，有：

犚（狆犻－狆）－（狆′犻－狆′）
２
＝

（犚犵犻－犺犻）
犜（犚犵犻－犺犻）＝

犵
犜
犻犵犻－犺

犜
犻犚犵犻－犵

犜
犻犚

犜犺犻＋犺
犜
犻犺犻 ＝

犵
犜
犻犵犻－２犺

犜
犻犚犵犻＋犺

犜
犻犺犻 （１３）

　　因此，犚可以由如下公式估计得出：

ａｒｇｍａｘ
犚 ∑

狀

犻＝１

犺犻
犜犚犵犻 ＝ａｒｇｍａｘ

犚
ｔｒ（犎犜犚犌）＝

ａｒｇｍａｘ
犚
ｔｒ（犚犌犎犜） （１４）

式中，ｔｒ（·）为求解矩阵的迹。令犛＝犌犎犜，对犛进行ＳＶＤ

分解，有：

ｓｖｄ（犛）＝犝∑犞犜 （１５）

　　此时：

ｔｒ（犚犌犎犜）＝ｔｒ（犚犝∑犞犜）＝ｔｒ（∑犞犜犚犝） （１６）

式中，犝，犞和犚均为正交阵。因此，犞犜犚犝 也是正交阵，如果

ｔｒ（∑犞犜犚犝）取最大值，则：

犚＝犞

１

１

ｄｅｔ（犞犝犜

烄

烆

烌

烎）

犝犜 （１７）

　　那么，由式 （６）可解得：

犜＝狆′－犚狆 （１８）

１２　基于误差分布估计的手眼标定算法

在机器人的手眼标定中，通过相机和机器人运动学求解两

种方式获得的空间中点的坐标通常存在误差。根据最小二乘估

计原理，当误差服从正态分布时，最小二乘估计即是最优估

计。在考虑系统存在的误差时，公式 （１）改写为如下公式：
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狓′犻

狔′犻

狕′犻

熿

燀

燄

燅１

＝
犚 犜

［ ］０ １

狓犻

狔犻

狕犻

熿

燀

燄

燅１

＋

ε狓犻

ε狔犻

ε狕犻

熿

燀

燄

燅０

（１９）

　　在上述公式 （１９）中，ε＝ ［ε狓犻，ε狔犻，ε狕犻］
犜 是系统的误差向

量。基于最小二乘估计理论，只有在误差ε服从正态分布时，

变换矩阵犚和犜可以用最小二乘估计方法合理计算得到。

然而，当系统误差不满足服从正态分布时，尤其是粗差存

在时，传统的最小二乘估计方法的可靠性会大大下降。为了解

决最小二乘估计鲁棒性低的问题，多种鲁棒估计方法 （如Ｌ

估计、Ｍ－估计、Ｒ估计）
［１３１５］被提出来。尽管这些方法能够

部分解决鲁棒性低的问题，但这些估计方法的迭代过程会增加

计算的时间开销。

降低最小二乘估计误差的一个直观方法是将带有粗差的数

据从数据集中剔除掉。然而，判断某个数据是否带有粗差非常

困难。在采用最小二乘估计方法对服务机器人进行手眼标定

时，大部分测量数据包含大小相似似的误差。而数据集中带有

粗差的数据的数量通常较少，同时粗差值通常远离有效数据的

误差分布区间。若能根据误差的分布情况对数据提前进行甄

别，则可以提高手眼标定的精度。

根据公式 （１７）和公式 （１８），可以通过最小二乘估计方

法计算得到粗糙的标定矩阵的结果犚和犜。之后，根据已经计

算得到的犚和犜，对标定数据进行重构，可以计算数据的重构

误差。对应于较大重构误差的数据视作带粗差数据。然而，由

于有效数据与无效数据对应误差的阈值难以确定，因此仍然难

以将带有粗差的数据从数据集中剔除。为此，提出了一种基于

误差分布估计的加权最小二乘估计方法。通过调整数据集中数

据的权重系数，降低粗差数据的影响，实现高精度的机器人手

眼标定。如前所述，带有粗差的数据的数量较少，且粗差数据

的重建误差远离有效数据重建误差的分布区域，因此考虑将误

差分布的概率密度估计值作为原始数据的权值，从而可以使带

粗差的数据的权值较小，而有效数据的权值较大。数据重建误

差的概率密度分布可以通过如下公式计算得到。

犳犺
∧

（ε）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犓犺（ε－ε犻）＝
１

狀犺３∑
狀

犻＝１

犓
ε－ε犻

（ ）犺
（２０）

　　在上式中，犺是窗口的宽度，犳犺
∧

（ε）表示误差分布估计值，

犓（·）表示核函数。为了提高概率密度估计的鲁棒性，本文选

择高斯函数作为核函数。因此，在数据加入权值系数后，公式

（３）可改为：

（犚，犜）＝ａｒｇｍｉｎ
犚，犜 ∑

狀

犻＝１

ω犻 狆′犻－狆′犻
２
＝

ａｒｇｍｉｎ
犚，犜 ∑

狀

犻＝１

ω犻 （犚狆犻＋犜）－狆′犻
２ （２１）

　　其中：ω犻为权值系数：ω犻＝犳犺
＾

（ε犻）。此时旋转矩阵犚通过公

式 （２２）计算得出。

ａｒｇｍａｘ
犚 ∑

狀

犻＝１

ω犻犺犻
犜犚犵犻 ＝ａｒｇｍａｘ

犚
ｔｒ（犠犎犜犚犌）＝

ａｒｇｍａｘ
犚
ｔｒ（犚犌犠犎犜） （２２）

　　相似地，对犌犠犎犜 进行ＳＶＤ分解，有：

ｓｖｄ（犌犠犎犜）＝犝∑犞犜 （２３）

　　类似的，根据式 （１７）和式 （１８）可以计算出标定参数中

的旋转矩阵犚和平移矩阵犜。

采用误差分布概率密度估计的方法可以对具有不同误差的

原始数据赋以不同的权重，从而克服部分粗差对手眼标定精度

的影响。然而，在上述步骤中，数据重建误差分布情况与最小

二乘估计标定的结果相关。因此，经初次标定后，数据重建后

误差的分布略偏离真实值。为了进一步提高数据重建误差的准

确度，提出了一种基于迭代策略的手眼标定算法，即重复进行

基于数据重建和误差分布估计的加权最小二乘手眼标定过程。

标定结果随着迭代过程逐渐收敛到最优标定结果。基于误差分

布估计加权最小二乘迭代策略的手眼标定算法的流程如图２

所示。

图２　可扩展手眼标定算法流程图

２　实验验证

２１　实验设计

在服务机器人抓取应用中，为了能够提高物体抓取的可靠

性，需要精确的手眼标定。为了验证所提算法对机器人物体抓

取应用的适用性和可靠性，设计了相应的服务机器人手眼标定

实验。在实验前，已经对相机和机器人的参数进行了标定。由

于可以直接获得环境的深度信息，ＲＧＢ－Ｄ相机成为机器人应

用中较受关注的视觉传感器之一，并广泛应用于服务机器人的

物体抓取任务。在服务机器人手眼标定实验中，在机器人末端

执行器上设定视觉参考标志。示教末端执行器运动至不同的空

间位置。通过ＲＧＢ－Ｄ视觉传感器测量参考标志在相机坐标系

下的三维坐标，同时通过运动学求解机器人末端执行器在机器

人坐标系下的位置坐标。此时，可以获得一系列空间中点在相

机坐标系和机器人坐标系下的坐标对。在标定实验中，共获得

１５０对测试坐标对，其中１１０对坐标用于计算手眼变换矩阵，另

外４组每组１０对坐标数据对用于对标定结果进行验证。实验结

果采用坐标重建结果误差的平均值，即重建坐标距离的平均值

作为标定精度的衡量指标。坐标重建误差均值定义如下：

犲＝
１

犖∑
犖

犻＝１

狆′犻－狆′犻
＾

（２４）

　　为了有效评估算法性能，设计了两个实验。首先，通过实

验评估了迭代次数对坐标重建误差均值的影响。其次，比较了

算法与现有手眼标定算法的精度。

２２　实验结果比较与分析

２．２．１　迭代次数对坐标重建误差均值的影响

由于所提算法中迭代次数影响标定结果的精度，因此实验

首先讨论了不同迭代次数对标定结果的影响。实验中，最小迭

代次数为０次，最大迭代次数为１０次。当迭代次数为０次时，

算法退化为最小二乘算法。不同迭代次数在测试集上的实验结

果如图３所示。由图３可知，随着迭代次数的增加，坐标数据
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重建误差逐渐减小。数据重建平均误差逐渐减小是因为随着迭

代次数的增加，算法对数据重建误差的分布情况的估计越来越

准确，标定结果也越来越接近真实值。良好的标定结果使得数

据重建后也越来越接近真实值。另外，随着迭代次数的增加，

误差减小的速率逐渐降低。当迭代次数大于等于３次后，误差

均值不再发生明显改变。可以认为，手眼标定中，误差分布估

计加权最小二乘方法手眼标定的合理迭代次数为３次。过小的

迭代次数会使标定结果误差较大，而迭代次数超过３次则会提

高标定的时间开销。

图３　粗标定数据重建误差的分布情况

２．２．２　不同标定算法对比

在实验中，分别采用最小二乘估计方法、凸松弛全局优化

算法和基于误差分布估计加权最小二乘算法对服务机器人进行

了手眼标定实验。其中基于误差分布估计加权最小二乘算法的

迭代次数为３次。不同算法的标定结果如表１所示，坐标数据

重建误差如表２所示。

表１　不同算法标定结果对比

标定矩阵

旋转矩阵犚 平移矩阵犜

最小二乘

估计

凸松弛

全局优

化算法

本文算法

０．０８８１６ －０．０７１８７ －０．９９３５１ ３６．０８

０．９９６１０ ０．００７３９ ０．０８７８６ ４９．６１

０．００１０２ －０．９９７３９ ０．０７２２４ －１５１．６３

０．１０７８４ －０．０７０６８ －０．９９１６５ ３５．７０

０．９９４１１ －０．００３２２ ０．１０８３４ ５０．３２

－０．０１０８５ －０．９９７４９ ０．０６９９１ －１５０．７１

０．０８１４３ －０．０７４９３ －０．９９３８６ ３５．６６

０．９９６６７ ０．００１３２ ０．０８１５６ ５０．７８

－０．００４８０ －０．９９７１９ ０．０７４７９ －１５０．８４

表２　不同算法测试集数据重建误差均值

测试集

数据重建误差均值／ｍｍ

最小二乘

估计

凸松弛全局

优化算法
本文算法

１ ３．６１９２ ３．０５１２４ ２．９３０２

２ ３．８１６４ ３．１１３５０ ２．９１３１

３ ４．１９７１ ３．３６８１０ ３．０２９３

４ ４．０３０６ ３．２８５３０ ３．０４５４

平均值 ３．９１５８ ３．２０４５４ ２．９７９５

由表２可知，由所提算法计算得到的标定结果对４组测试

集的坐标重建误差均值比采用最小二乘估计算法和凸松弛全局

优化算法的重建误差小。此实验结果证明所提算法的有效性。

在服务机器人物体抓取应用中，由所提标定算法的标定精度能

够满足物体抓取作业的要求。

３　结论

为适应服务机器人物体抓取任务的需求，在搭建的服务机

器人物体抓取平台的基础上，对Ｅｙｅ－Ｔｏ－Ｈａｎｄ相机安装方

式手眼标定算法进行了研究。为了减小数据粗差对标定精度的

影响，提高机器人手眼标定精度，提出了一种基于误差分布概

率密度估计的加权最小二乘估计算法。通过粗标定结果计算原

始数据的重建误差，并根据重建误差的概率密度分布为原始数

据赋以相应权重，重新计算标定结果，从而有效降低带粗差数

据对标定结果的影响。另外，为了解决初次标定后，数据重建

后误差的分布偏离真实值的情况，采用迭代求解标定策略进一

步提高手眼标定的精度。实验结果表明，所提标定算法精度

高、易操作，能够满足服务机器人物体抓取的需求。
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