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摘要：  针对长航时无人机的长航时特性和组合导航系统固有的非线性特性，一种SINS/CNS组合导航系统的非线性模型被提出，该模型能够更加趋近于真实模型。模型建立之后详细分析了其可观测性，并根据可观测性分析的结果对该模型进行了降维设计，只对可观测性好的状态进行状态反馈。在滤波算法的选择中，精度更高的SCKF算法被应用，仿真结果表明，SCKF滤波算法精度更高，降维设计之后组合导航系统即能够保证导航精度又能够大大提高实时性。
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Decrease the dimension of SINS/CNS based on the observability analysis
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Abstract: According to the trait of long-flight-time and the nonlinear of unmanned aerial vehicle and integrated navigation system, a nonlinear model of SINS/CNS (Strap-down Inertial Navigation System/Celestial Navigation System) has been founded, which is more similar to the real model. After that, the observability analysis has been used to design the reduced -dimension model. Then the SCKF(Square-Root Cubature Kalman Filter) is used to estimate the states of the system. The simulation results show that, the SCKF is better than the others , the navigation precious and real-time is promoted after using the reduced –dimension model。
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引言
基于最优估计的天文/惯导组合系统(SINS/CNS)能够弥补双方的缺点，大幅度的提高定位精度，因此受到各国的特别重视，被广泛的应用于空间飞行器和长航时的飞行平台上。而决定组合导航系统定位精度的主要因素：一是模型建立的准确性，二是滤波的精度[1]。通常SINS/CNS组合导航系统使用的模型都是线性模型，然而非线性是实际导航系统固有的特性。使用线性模型就势必会存在模型误差，随着时间的积累模型误差带来的导航误差会逐渐增大，尤其是在长航时的任务中[2]。现在的滤波方法

基本上都是基于卡尔曼滤波的基础上发展起来的，而系统状态的可观测性对卡尔曼滤波的精度有着重要的影响，因此模型建立之后进行系统的可观测性分析是必不可少的环节。文献[3]指出，不可观测或者可观测性差的状态变量对系统的影响极小，这些状态的忽略不会影响到动态系统的特性。实时性是系统的重要指标，经过可观测性分析之后，可以进行降维设计，在滤波时只对可观测性好的状态进行反馈，从而大大提高系统实时性。
目前针对线性系统的可观测性分析方法有很多，大部分都是依据分段线性定常系统可观测性分析理论(PWCS，Piece-Wise Constant System) [4-5]。但是针对非线性模型的可观测性分析方法却没有统一的定义。一般采用将非线性系统线性化为线性系统，将时变系统看作分段线性定常系统的做法来进行可观测性和可观测度的分析。文献[6]结合扩展卡尔曼滤波特点对状态和量测方程取偏导数得到可观测性矩阵，然后使用可观测性秩条件和可观测性矩阵的条件数分别作为可观测性和可观测度的度量标准。这种方法类似于泰勒展开，但是只取了一阶项，线性化不够精确，而且只分析了整个系统的可观测性和可观测度，没有能够做出针对单个状态变量的分析。
文献[7]给出了一种能够针对每个状态变量进行可观测分析的方法，本文利用这种可观测性分析方法对系统模型进行可观测性分析，然后根据分析结果进行降维设计从而大大降低计算量，然后采用SCKF滤波算法进行系统状态估计，通过仿真结果证明了降维设计和滤波算法的正确性。
1  SINS/CNS组合导航系统模型建立
（1）状态方程的建立
本文研究的载体是长航时无人机，无人机的长航时特点要求系统模型应该足够精确，而非线性是系统的固有特性，因此建立系统的非线性模型是必要的。SINS/CNS组合导航系统状态方程由数学平台失准角、速度误差方程]、位置误差方程、陀螺漂移、加速度计偏置构成如下所示：
        (1)
系统状态方程为：
             (2)
F为系统转移矩阵：
             (3)
其中为9维基本导航参数系统阵，其非零元素为：
(1,2)= F(1,3)=
F(1,5)=                        F(2,1)=
F(2,3)=    F(2,4)=
F(2,7)=                  F(3,1)=
F(3,2)=     F(3,4)=
F(3,7)=      F(4,2)=             F(4,3)=
F(4,4)=
F(4,5)=      F(4,6)=
F(4,7)=
F(5,1)=               F(5,3)=
F(5,4)=  F(5,5)=   F(5,6)=                     F(5,7)=
F(6,1)=            F(6,2)=
F(6,4)=         F(6,5)=  F(6,7)= F(7,5)=    F(8,4)=                   F(8,7)=secLtanLVe/(Rn+h)     F(9,6)=1
分别为：
        (4)
  (5)
G为系统的噪声传递矩阵：
          (6)
式中：和分别为陀螺仪和加速度计的随机噪声，为从载体坐标系到地理坐标系的转换矩阵。由载体坐标系转动三次得到，三次转动顺序为：先绕z轴转动，再绕x1轴转动，最后绕y2轴转动角，得到为：

(2)量测方程的建立
在SINS/CNS组合导航系统全捷联模式下，SINS通过捷联解算得到载体的三轴姿态信息为俯仰角、航向角和横滚角，而利用星敏感器获取的姿态信息也可以得到载体的三轴姿态信息，即俯仰角、航向角和横滚角。将两者相减得到三轴姿态误差角为：
         (7)
由于SINS的姿态角误差方程中采用的是数学平台失准角，因此需要将上式的姿态误差角转换成数学平台失准角才能作为滤波器的量测量。转换关系推导如下：
        (8)
其中为载体坐标系到平台坐标系的转换矩阵。
为地理坐标系到平台坐标系的转换矩阵，由于数学平台失准角都是小角度，因此将带入就可得到：
            
结合公式(8)得到系统的量测方程，由于中含有状态量，因此系统的量测方程为非线性方程，即系统模型为非线性模型。
2 状态可观测性分析
一般地，在进行滤波时都是将所有的状态进行反馈，在这种情况下如果系统不完全可观测，或可观测度较差，则利用滤波器不能对状态进行准确的估计，甚至经过长时间的迭代估计之后使得效果更差。因此新模型建立之后首先需要分析系统状态的可观测度，只对部分可观测性较好的状态进行反馈。本文采用文献[7]的可观测性分析方法，分析系统的可观测性，然后只对可观测性好的状态进行状态反馈，不可观测或可观测性较低的状态不反馈，从而达到降维，提高计算速度的目的。  
由于组合导航系统是时变系统，定常系统可观测性分析方法不适用。分段线性定常系统可观测性分析方法（PWCS）是专门用于判断时变系统可观测性分析的一种方法。它采用条带化可观测性矩阵（SOM，Striped Observability Matrix）代替总的可观测性矩阵（TOM，Total Observability Matrix），从而使问题得到简化。但是随着时间段的增加，可观测性矩阵的维数仍然很高，使得奇异值分解工作量相当大。文献[6]提出了一种可观测度的定义，即系统状态在不同时段对应的奇异值与在全过程中最大的奇异值之比。其思想如下所示：
设某时间段动态系统的可观测性矩阵为,对Q(j)阵进行奇异值分解得： 
(9)
Q(j)=        (10)
    (11)
式中：H为离散后的量测矩阵，F为离散后的状态转移阵，U=[ ….]，V=[ ……]都是正交矩阵，j是代表某个时间段，在这个时间段内可认为量测阵和状态转移阵都是常值矩阵；
         (12)
其中：=diag)>>….>0是矩阵Q的奇异值。则由
 (13)
若将正交矩阵U、V分别用各自的列构成的向量表示，则上式可以进一步写成：
          (14)
从而可以计算出每个奇异值对应的初始状态向量。从数值上看，较大奇异值可以获得较好的状态估计。
具有直接外部测量值的系统状态总是可观测的，例如本设计中的数学平台失准角误差。这些系统状态对应的奇异值为。文献中定义系统状态的可观测度为：在系统初始状态向量中使该状态取得最大绝对值时的奇异值与具有外测量值的状态所对应的奇异值之比。即：

    式中k=1,2....n；为状态向量中取得最大绝对值的状态所对应的奇异值。
	这种方法要不可避免的引入量测值，增加了计算的复杂性。实际上，从系统理论分析，可观测度只与系统的结构有关而与观测值无关。因此在不需要量测量的前提下得到系统的可观测情况是研究的重点，文献[7]根据式(13)分析矩阵，观察它的各列元素的大小，判断出每个奇异值对应的初始状态向量，本系统一共有六个状态的奇异值较大，其它的都与它们相差几个量级，如下表所示：
表1 系统各状态对应奇异值
	状态编号
	奇异值

	1
	96.8

	2
	79.4

	3
	92.8

	4
	2.8×10-12

	5
	7.6×10-14

	6
	1.3×10-11

	7
	3.7×10-16

	8
	9.6×10-16

	9
	3.1×10-13

	10
	4.9

	11
	6.2

	12
	19.8

	13
	6.4×10-13

	14
	1.8×10-21

	15
	5.3×10-19


根据观测度的定义，状态变量中数学平台失准角是量测必定是可观测的，与上表结果相符合，而根据上表又可以得到第10，11，12状态量即陀螺常值漂移可观测性也比较好。其它的几个状态量可观测性较差。根据实验统计得到：在其它时间段内，虽然数值的大小稍有变化，但是可观测性总体的分布跟上表基本一样。所以可得出结论在这15维状态变量中只有数学平台失准角和陀螺常值漂移的可观测性比较好。
根据可观测度分析的结果，去掉状态量中的可观测度差的状态得到新的状态方程如下：
            (15)

F=
其中
F1=
G=
W=     (16)
量测矩阵不变，可以发现状态变量由原来的15维，变成现在的6维。计算量势必大大减小，实时性得到显著的提案高。
3 滤波算法
当建立的模型为非线性模型时，传统的卡尔曼滤波器无法使用，在其基础上产生了很多的非线性滤波器。其中最经典应用最广泛的是扩展卡尔曼(EKF，Extended Kalman Filter)滤波器，但是它只能处理弱非线性的情况。后来又出现了无迹卡尔曼滤波（UKF，Unscented Kalman Filter） [8]，UKF的状态估计可以精确到三阶，而EKF只精确到二阶，但当系统状态维数较高时，UKF 会出现维数灾难。同时，由于UKF算法在迭代过程需要计算矩阵开方，若矩阵不满足正定性，UKF算法将被无法继续执行。近年来出现的粒子滤波[9]（PF，Particle Filter）依据蒙特卡罗思想，随机产生大量粒子近似计算后验概率密度，但随着迭代次数的增加，会产生粒子退化和贫化现象，而且其计算量大，达不到实时性的要求。
最近文献[10]提出了一种非线性滤波的新方法容积法卡尔曼滤波（CKF）。相比于上述非线性滤波方法，CKF能在高维情况下以较高的精度和较好的实时性进行非线性逼近。但是在实际计算中由于计算机的字长限制，可能使误差的协方差阵失去正定性从而使得CKF无法继续下去
求容积法卡尔曼滤波(Square-Root Cubature Kalman Filter, SCKF)通过引入 QR分解来回避直接对矩阵开方，从而提高了滤波的稳定性[11]。CKF中状态方差阵可写为：，考虑QR分解：
其中Q为正交阵，R为上三角阵，则有：
       (17)
记S=。
QR分解避免了直接对矩阵求平方根的操作，即使在矩阵非正定的情况下，滤波算法仍可继续进行。SCKF就是在CKF滤波时间更新和量测更新两个环节中首先更新误差协方差阵的方根。其算法如下：
①时间更新：
计算容积点
           (18)
            (19)
计算预测状态和预测协方差方根
              (20)
         (21)
其中

n为系统状态维数，使用三阶容积原则，容积点总数为2n。基本容积点按照下列方式产生，记n维单位向量，使用[1]表示对e的元素进行全排列和改变元素符号产生的点集，称为完整全对称点集，  表示点集中[1]的第i列。例如假设系统状态为三维则产生的点集按下列方式排列后为：
          
=chol()即是系统噪声方差阵的乔列斯分解。Tria代表QR分解，并将分解得到的的值赋给S。
②量测更新：
计算预测容积点，并通过量测方程传播
           (24)
       (25)
     (26)

最后计算得到k时刻的状态估计    
   (27)
        (28)

4   仿真及分析
仿真条件：捷联惯导系统陀螺常值漂移为；随机漂移为；加速度常值偏置为20；随机偏置为10；天文导航系统观测误差10"。
设载体的初始位置为：东经116，北纬39；初始速度北向，滤波周期为0.1s。SINS/CNS组合导航系统在滤波中采用反馈校正方式。限于篇幅关系此处给出的仿真图以东向为例，UKF与SCKF仿真比较如下图所示。
[image: ][image: ]
[image: ]
图1 UKF与SCKF算法比较
从仿真图可以看出，平台误差角UKF与SCKF的估计基本相同，速度、位置、陀螺漂移后者都要由于前者。下图4是高阶模型与经过可观测度分析之后的降维低阶模型比较的仿真图：
[image: ][image: ][image: ][image: ]
图2 高阶模型与降维模型对比
从上面的仿真图看出：可观测性分析后，经过降维反馈校正后，平台误差角基本没有变化，速度误差也跟原来基本相同，位置误差和陀螺漂移要优于降维之前的高阶模型。总体上看保证甚至提高了导航的精度，而且收敛速度明显提高。从计算量上看，高阶模型15维时计算量跟（）成正比，降阶之后为6维，计算量跟（）成正比，实时性显著提高。
5  结  论
UKF滤波算法与SCKF相比，后者综合性能要优于前者。而且SCKF采用QR分解来回避对协方差阵的开方，避免了舍入误差的影响，因此稳定性也要比UKF好。对SINS/CNS分析可观测性后，进行降维处理，在精度保证的前提下提高了计算速度。说明不可观测或可观性不好的状态不能很好的被滤波器估计，对其进行状态反馈会降低系统的精度。
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