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基于运动学方法的小卫星串行编队模型误差研究

赵征宇１，蔡远文２，刘高强１，姚静波２，王　刚１
（１．装备学院 研究生管理大队，北京　１０１４１６；２．装备学院 航天装备系，北京　１０１４１６）

摘要：针对小卫星串行编队构型设计，采用运动学方法建立串行编队相对运动数学模型。考虑偏心率等于零与不等于零时的两种情

形，分别对所构建的运动学模型进行分析；采用 ＭＡＴＬＡＢ对相对运动学模型中包含的参考卫星半长轴与初始平近点角差进行仿真，将

运动学模型计算结果与精确模型计算结果进行对比分析，得出初始平近点角差对编队模型误差的影响相对更大，为后续小卫星编队综合

构形设计奠定基础。

关键词：小卫星；串行编队；运动学方法；距离误差；误差比值
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０　引言

现代小卫星技术不断创新发展，不但有效弥补了传统大卫

星的不足，还在卫星应用方面推陈出新，使得星座与编队的发

展前景不断开阔［１］。卫星编队技术在国外发展的相对较早，已

经进入探索应用阶段，例如 “重力和气候实验卫星”（ＧＲＡＣＥ

－１／２），目的在于获取高精度和高空间分辨率的静态以及时变

重力场，于２００２年３月１７日发射升空。国内大都还处在理论

研究阶段，也进行了相关技术的探索试验。

基础编队构形是编队构形中形式简单，容易理解与实现的

构形，充分了解掌握基础构形，有利于进行复杂的编队构形设

计。其中，串行编队基础构形是编队基础构形中最简单的基础

构形。下面应用运动学方法对其进行建模分析，与精确模型进

行比较，确定轨道根数对模型误差的影响［２］。

１　运动学方法建模

运动学方法是基于空间几何关系利用参考卫星与伴随卫星

的轨道根数差或相对轨道根数在参考卫星坐标系中描述相对运

动的方法［３］。采用轨道根数作为描述参数分析相对运动，能够

在一定程度上克服相对运动的线性化动力学方程对问题背景的

约束，可以在更广泛的条件下分析相对运动。此外，采用轨道

根数描述相对运动便于编队构形的设计与控制。

本节基于相对运动运动学方法的优势，应用运动学方法进

行小卫星编队的相对运动建模。针对卫星各参数，以下标表示

参考卫星，以下标表示伴随卫星。将两卫星的轨道根数差分别

记为Δ犪、Δ犲、Δ犻、ΔΩ、Δω、Δ犕。所有的角度度量以逆时针

方向为正［４］。

分别将地心赤道惯性坐标系、参考卫星轨道坐标系与伴随

卫星轨道坐标系记为坐标系犈、犆、犅。由此，从地心赤道惯

性坐标系到参考卫星轨道坐标系和伴随卫星轨道坐标系的转移

矩阵［５］分别为：

犕犆犈 ＝犕３（狌犮）犕１（犻犮）犕３（Ω犮） （１）

犕犅犈 ＝犕３（狌犫）犕１（犻犫）犕３（Ω犫） （２）

式中，犕犼 （θ）表示绕瞬时坐标轴犼 （犼＝１，２，３）旋转角度

的初等转移矩阵：

犕１（θ）＝

１ ０ ０

０ ｃｏｓθ ｓｉｎθ

０ －ｓｉｎθ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅θ

（３）

犕３（θ）＝

ｃｏｓθ ｓｉｎθ ０

－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

（４）

　　在参考卫星轨道坐标系中建立相对运动方程，如公式

（５）：

狓

狔
熿

燀

燄

燅狕

＝犕犆犈犕
犜
犅犈犵

犚犫
熿

燀

燄

燅

０

０

－

犚犮
熿

燀

燄

燅

０

０

（５）
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　　其中：犚犮 和犚犫 分别为参考卫星和伴随卫星的地心距，采

用轨道根数的形式表示如公式 （６）：

犚犫 ＝犪犫（１－犲犫ｃｏｓ犈犫）

犚犮 ＝犪犮（１－犲犮ｃｏｓ犈犮｛ ）
（６）

　　公式 （５）是相对运动的运动学方程，它利用两颗卫星的

轨道根数，在参考星轨道坐标系中描述了伴随卫星的相对运

动。如果已知两颗卫星的轨道根数，则可由该式精确求解伴随

卫星相对于参考卫星的相对运动轨迹。该方法是基于坐标变换

的集合方法，原理通俗易懂，但不足之处在于展开式比较复

杂，不利于开展相对运动的特性分析，需要进一步进行简化。

若为小量，则有：

ｃｏｓ（θ＋Δθ）≈ｃｏｓθ－Δθ犵ｓｉｎθ

ｓｉｎ（θ＋Δθ）≈ｓｉｎθ－Δθ犵ｃｏｓ｛ θ
（７）

　　因为Δ犻、ΔΩ、Δ狌均为小量，于是有如下线性化表示：

犕３（Ω犫）＝犕３（Ω犮＋ΔΩ）≈犕３（Ω犮）＋ΔΩ犵Δ犕３（Ω犮）

犕１（犻犫）＝犕１（犻犮＋Δ犻）≈犕１（犻犮）＋Δ犻犵Δ犕１（犻犮）

犕３（狌犫）＝犕３（狌犮＋Δ狌）≈犕３（狌犮）＋Δ狌犵Δ犕３（狌犮
烅

烄

烆 ）

（８）

其中：

Δ犕１（θ）＝

０ ０ ０

０ －ｓｉｎθ ｃｏｓθ

０ －ｃｏｓθ －ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ

（９）

Δ犕３（θ）＝

－ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

－ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

（１０）

　　将公式 （８）～ （１０）代入公式 （２），并略去高阶项，可

得公式 （１１）：

犕犅犈 ＝犕犆犈 ＋Δ犕犆犈 （１１）

　　其中：

Δ犕犆犈 ＝ΔΩ犵犕３（狌犮）犕１（犻犮）Δ犕３（Ω犮）＋

Δ犻犵犕３（狌犮）Δ犕１（犻犮）犕３（Ω犮）＋

Δ狌犵Δ犕３（狌犮）犕１（犻犮）犕３（Ω犮） （１２）

　　将公式 （１１）带入公式 （５），可得公式 （１３）：

狓

狔
熿

燀

燄

燅狕

＝

犚犫－犚犮

犚犫（Δ狌＋ΔΩｃｏｓ犻犮）

犚犫（－ΔΩｓｉｎ犻犮ｃｏｓ狌犮＋Δ犻ｓｉｎ狌犮

熿

燀

燄

燅）

（１３）

２　串行编队构形建模

串行编队是编队构形中最基础的编队构形，其特点是两颗

小卫星在同一轨道上，相距需求的距离，一前一后串行飞行。

其轨道根数如下要求：除平近点角不同之外，其余５个轨道根

数完全相同。

下面针对串行编队相对运动运动学模型误差，分为两种

情况分别进行仿真分析。

２１　偏心率为零时的串行编队构形

依据运动学方法建模可知：

狓

狔
熿

燀

燄

燅狕

＝犕犆犈犕
犜
犅犈

犚犫
熿

燀

燄

燅

０

０

－

犚犮
熿

燀

燄

燅

０

０

＝

犚犫－犚犮

犚犫Δ狌
熿

燀

燄

燅０

（１４）

　　由于参考星与伴随星的轨道偏心率都为零，可得公式

（１５）与公式 （１６）：

犈犮 ＝犕犮

犈犫 ＝犕｛ 犫

（１５）

犳犮 ＝犕犮

犳犫 ＝犕｛ 犫

（１６）

　　则相对运动运动学方法所建立的串行编队构形模型如公式

（１７）：

Β

狓＝０

狔＝犪犮Δ犕

狕＝
烅

烄

烆 ０

（１７）

　　当参考轨道为圆轨道时，参考星与伴随星之间的几何关系

如图１所示。

图１　参考星与伴随星几何关系图

图中狅犃与犗犅 垂直；∠狅犗犅 与∠犃狅犆 相等，都等于β；

狅犃为参考星与伴随星之间的距离狉。所以，Δ犕＝∠狅犗犃，由

图１可知：

ｓｉｎβ＝
狉
２犪

（１８）

狓 ＝狉ｓｉｎβ （１９）

狔 ＝狉ｃｏｓβ （２０）

　　当参考轨道的半长轴、偏心率、轨道倾角、升交点赤经、

近地点幅角都确定的情况下，通过改变初始平近点角来改变两

星之间的相对距离，并分析运动学方法所建立模型的误差。

当半长轴固定为７０００ｋｍ时，改变两星初始平近点角差，

应用运动学模型计算得到相对距离与各轴方向的分量，通过与

精确几何模型计算所得的结果进行对比分析其误差。其中精确

几何模型计算所得数据以下标１表示，运动学模型计算所得数

据以下标２表示。表１是运动学模型相对距离的误差变化情

况表。

表１　运动学模型相对距离的误差变化表

初始平近点角差Δ犕／（°）相对距离误差Δｒ／ｋｍ 误差比值＝Δ狉／狉１

０．００８１８５１１１３６６ １１０－９ １１０－９

０．０１６３７０２２２７７ ７１０－９ ３．５１０－９

０．０３２７４０４４５８８ ５．４１０－８ １．３５１０－８

０．０６５４８０８９４４４ ４．３５１０－７ ５．４３７５１０－８

０．１３０９６１８１０３ ３．４８１０－６ ２．１７５１０－７

０．２６１９２３７９１６ ２．７８６１０－５ ８．７０６２５１０－７

０．５２３８４８９５１５ ０．０００２２２９２ ３．４８３１２５１０－６

１．０４７７０８８５１ ０．００１７８３４ １．３９３２８１２５１０－５

２．０９５５０５２９７ ０．０１４２６８５ ５．５７３６３２８１３１０－５

４．１９１７１１７５１ ０．１１４１９９５ ２．２３０４５８９８４１０－４

８．３８９０４５４６２ ０．９０８２５１ ８．８６９６３８６７２１０－４

由表１可知，随着初始平近点角差的增加，运动学模型计

算所得的相对距离与精确相对距离之间的误差逐渐增加，距离

误差相对于精确相对距离的比值也逐渐变大；同时可以得出，

模型误差相对于半长轴可忽略不计，相对于相对距离量级保持
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在１０－４以上，可以进行简化处理。表２是运动学模型狓轴向

距离误差随初始平近点角差变化情况表。

表２　运动学模型狓轴向距离的误差变化表

狓轴向距离误差Δ狓／ｋｍ 误差比值＝Δ狓／狉１

７．１４２８５７１４３１０－５ ７．１４２８５７１４３１０－５

２．８５７１４２８５７１０－４ １．４２８５７１４２９１０－５

１．１４２８５７１４３１０－３ ２．８５７１４２８５８１０－４

４．５７１４２８５７１１０－３ ５．７１４２８５７１４１０－４

０．０１８２８５７１４２９ １．１４２８５７１４３１０－３

０．０７３１４２８５７１４ ２．２８５７１４２８６１０－３

０．２９２５７１４２８６ ４．５７１４２８５７２１０－３

１．１７０２８５７１４ ９．１４２８５７１４１１０－３

４．６８１１４２８５７ １．８２８５７１４２９１０－２

１８．７２４５７１４３ ３．６５７１４２８５７１０－２

７４．８９８２８５７１ ７．３１４２８５７１４１０－２

由表２可知，随着初始平近点角差的增加，运动学模型计

算所得的狓轴向距离与精确狓轴向距离之间的误差也在增加，

距离误差相对于精确相对距离的比值也在变大。初始平近点角

差小于１．０４７７０８８５１°时，模型狓轴向距离误差相对于精确相对

距离比值保持在１０－３以上；初始平近点角差在２．０９５５０５２９７°

与８．３８９０４５４６２°之间时，模型狓轴向距离误差相对于精确距离

的比值保持在１０－２量级上。表３是运动学模型狔轴向距离误

差随初始平近点角差变化情况表。

表３　运动学模型狔轴向距离的误差变化表

狔轴向距离误差Δ狔／ｋｍ 误差比值＝Δ狔／狉

３．６１０－９ ３．６１０－９

２．７１０－８ １．３５１０－８

２．１７１０－７ ５．４２５１０－８

１．７４１１０－６ ２．１７６２５１０－７

１．３９３１０－５ ８．７０６２５１０－７

０．０００１１１４５ ３．４８２８１２５１０－６

０．０００８９１６６ １．３９３２１８７５１０－５

０．００７１３３４ ５．５７２９６８７５１０－５

０．０５７０７１１ ２．２２９３３９８４４１０－４

０．４５６７０６２ ８．９２００４２９６９１０－４

３．６５１０６２ ３．５６５４９０２３４１０－３

由表３可知，随着初始平近点角差的增加，运动学模型计

算所得的狔轴向距离与精确狔轴向距离之间的误差也在增加，

距离误差相对于精确相对距离的比值也在变大；同时可以得出

模型误差相对于半长轴为小量可以忽略不计，相对于相对距离

来说也是小量，量级保持在１０－３，可以进行简化处理。

综合对比分析可知：

１）在同一条件下，运动学模型计算所得的相对距离误差

在数值与比值都是最小的，狔轴向次之，狓轴向最大，由此可

以看出在运动学模型公式推导过程中狓轴向简化的相对较多，

导致模型在狓轴向模型误差相较于相对距离与狔轴向都大。

２）基于串行编队构形特点，三轴向距离在相对距离中所

占的比重不同，其中狔轴向距离数值最大，所占比重最大，对

于相对距离的影响最大，所以相对距离的误差与狔轴向的误差

最接近。

３）在初始平近点角差逐渐增大的前提下，保持半长轴不

变，运动学模型计算所得的相对距离、狓轴向距离与狔轴向距

离的误差都在增加，运动学模型在相对距离与狔轴向距离误差

更小，在狓轴向距离误差相对于前两者较大；相对于半长轴来

说，模型误差都可以忽略，但相对于相对距离来说，狓轴向需

要进行适当考虑，以减少模型误差。

上面对初始平近点角差进行了分析，下面对半长轴进行计

算分析。保持初始平近点角差不变，改变半长轴，观测模型相

对距离、狓轴向与狔轴向的距离误差变化情况。保持初始平近

点角差，则模型的相对距离、狓轴向距离与狔轴向距离误差随

半长轴变化情况如表４～表６所示。

表４　运动学模型相对距离的误差变化表

半长轴犪／ｋｍ 相对距离误差Δ狉／ｋｍ 误差比值＝Δ狉／ｒ１

６７００ ４．１６１０－７ ５．４３２８４１０－８

６８００ １．６９１１０－６ ５．４３０１５１０－８

６９００ １．７１６１０－６ ５．４４０２２１０－８

７０００ １．７４１０－６ ５．４２５１０－８

７１００ １．７６６１０－６ ５．４３４８６１０－８

７２００ １．７９１０－６ ５．４３２２９１０－８

７３００ １．８１６１０－６ ５．４４１７８１０－８

７４００ １．８４１０－６ ５．４２７３６１０－８

表５　运动学模型狓轴向距离的误差变化表

狓轴向距离误差Δ狓／ｋｍ 误差比值＝Δ狓／ｒ１

４．３７５５１０２０５１０－３ ５．７１４２８５７１５１０－４

４．４４０８１６３２７１０－３ ５．７１４２８５７１４１０－４

４．５０６１２２４４９１０－３ ５．７１４２８５７１４１０－４

４．５７１４２８５７２１０－３ ５．７１４２８５７１４１０－４

４．６３６７３４６９５１０－３ ５．７１４２８５７１５１０－４

４．７０２０４０８１７１０－３ ５．７１４２８５７１５１０－４

４．７６７３４６９３９１０－３ ５．７１４２８５７１４１０－４

４．８３２６５３０６２１０－３ ５．７１４２８５７１５１０－４

表６　运动学模型狔轴向距离的误差变化表

狔轴向距离误差Δ狔／ｋｍ 误差比值＝Δ狔／ｒ１

４．１６１０－７ ５．４３２８４１０－８

１．６９１１０－６ ２．１７５９２１０－７

１．７１６１０－６ ２．１７６０９１０－７

１．７４１０－６ ２．１７５１０－７

１．７６６１０－６ ２．１７６４１１０－７

１．７９１０－６ ２．１７５３５１０－７

１．８１６１０－６ ２．１７６７１１０－７

１．８４１０－６ ２．１７５６８１０－７

由表中数据可知，当初始平近点角差保持不变，半长轴逐

步增加时，运动学模型计算所得相对距离、狓轴向距离与狔轴

向距离误差逐渐增加，但其相对于精确相对距离之间的比值基

本保持稳定，在相同量级上存在微小差别。

综上分析可知，半长轴的变化对运动学模型计算所得的相

对距离与各轴向距离的误差影响基本保持不变；相对于初始平

近点角差变化对模型距离误差的影响小。所以，在进行串行编

队构形设计时，需要充分考虑初始平近点角差，以减少模型误

差对于编队构形的设计中带来的误差。

２２　偏心率不为零时的串行编队构形

当参考星轨道偏心率为一阶小量并略去二阶及以上小量
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时，有：

犈≈犕＋犲ｓｉｎ犕 （２１）

犳≈犕＋２犲ｓｉｎ犕 （２２）

　　则相对运动运动学方法所建立的串行编队基础构形模型

如下：

狓＝－犪犮犲犮 （ｃｏｓΔ犕－１）２＋ｓｉｎ２Δ槡 犕ｃｏｓ（犕犮＋θ）

狔＝２犪犮犲犮 （ｃｏｓΔ犕－１）２＋ｓｉｎ２Δ槡 犕ｓｉｎ（犕犮＋θ）

狕＝

烅

烄

烆 ０

（２３）

　　其中：

ｃｏｓθ＝
ｃｏｓΔ犕－１

（ｃｏｓΔ犕－１）２＋ｓｉｎ２Δ槡 犕
（２４）

ｓｉｎθ＝
ｓｉｎΔ犕

（ｃｏｓΔ犕－１）２＋ｓｉｎ２Δ槡 犕
（２５）

　　取半长轴为７０００ｋｍ，偏心率为０．００１，使初始平近点角

差从０．００８１８５１１１３６６°变化到８．３８９０４５４６２°，应用 ＭＡＴＬＡＢ

进行仿真，来分析狓轴向、狔轴向、狕轴向与相对距离的误差

变化情况。

首先，对狓轴向距离误差进行仿真。狓轴向距离误差数值

变化情况如图２所示，图中ａ、ｂ、ｃ、ｄ分别表示选择Δ犕＝

０．００８１８５１１１３６６°、 ０．０６５４８０８９４４４°、 ０．５２３８４８９５１５°、

８．３８９０４５４６２°时，狓轴向距离误差的变化情况。

图２　狓轴向距离误差随时间狋变化

由图２可知，狓轴向距离误差随着初始平近点角差的增加

逐渐增加，量级从１０－５增加到１０－１。而其距离误差相对于精

确模型中的相对距离的比值如图３所示。

由图３可知，狓轴向距离误差与精确相对距离的比值随着

初始平近点角差的增加而增加，比值的量级没有数值的量级变

化那么大，比值量级从１０－５变化到１０－２。

其次，对狔轴向进行仿真，狔轴向距离误差变化情况如图

４所示。

由图４可知，狔轴向距离误差随着初始平近点角差的增加

逐渐增加，量级从１０－３增加到１００。相较于狓轴向距离误差来

说，变化幅度没有ｘ轴向大。而其距离误差相对于精确模型中

的相对距离的比值如图５所示。

由图５可知，狔轴向距离误差与精确相对距离的比值没有

随着初始平近点角差的增加而增加，比值的量级基本保持不

图３　狓轴向距离误差与精确相对距离比值随时间狋变化

图４　狔轴向距离误差随时间狋变化

图５　狔轴向距离误差与精确相对距离比值随时间狋变化

变，在１０的负３次量级上。说明狔轴向的距离误差相较于相

对距离来说是一个小量。对比狓轴向可知，狔轴向误差比值相

对于狓轴向误差比值变化小。

（下转第２９３页）
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由仿真可知，运动学模型与精确模型的ｚ轴向距离计算都

为零，不存在误差。

综合对比３个轴向可知：

１）狓轴向距离误差在数值与比值上的变化幅度最大；

２）狔轴向距离误差在数值上有明显变化，但其比值保持

在同一量级上；

３）而狕轴向没有距离，不存在距离误差。

因此，初始平近点角的差异对狓轴向的影响最大。

最后，对相对距离进行仿真，相对距离误差数值变化情况

如图６所示。

图６　相对距离误差随时间狋变化

由图６可知，相对距离误差随着初始平近点角的增加逐渐

增加，量级从１０的负３次增加到１０的０次。而其距离误差相

对于精确模型中的相对距离的比值如图７所示。

由图７可知，在 （ａ）～ （ｃ）之间，相对距离误差与精确

相对距离的比值没有随着初始平近点角差的增加而增加，比值

的量级基本保持不变，在１０的负３次量级上。而在 （ｄ）中，

比值有所增加，但量级基本保持不变。说明相对距离误差相较

于相对距离来说是一个小量。

综合对比３个轴向与相对距离误差的仿真分析图可以发

现，相对距离与狔轴向的距离误差变化比较接近。分析运动学

模型式也可以得出相同的结论，狔轴向距离数值远大于狓轴向

距离数值，在计算相对距离时狔轴向距离所占的比重远大于狓

轴向距离。由此可知，相对距离误差随初始平近点角变化的趋

势与狔轴向变化基本一致。同时狓轴向受初始平近点角差的影

响较大，误差变化幅度较大，在进行构形设计时，需要充分考

图７　相对距离误差与精确相对距离比值随时间狋变化

虑狓轴向误差对构形功能的影响，适当选取初始平近点角差，

以减少误差。

３　结论

在现代小卫星蓬勃发展的背景下，编队应用模式的研究不

断深入。运用运动学方法对串行基础编队构形进行建模仿真，

通过与精确模型的对比分析，得出：

１）在低轨串行编队中，初始平近点角差不同造成的模型误

差比半长轴不同造成的模型误差来的大。在编队设计时，相较于

半长轴，需要更加注意初始平近点角的选择，以减少模型误差；

２）初始平近点角差在模型３个轴向中的影响不同，对于

狓轴向的影响最大，狔轴向次之，狕轴向由于编队特性，没有

造成影响。在进行设计时，更需要注意对狓轴向误差的控制，

使之符合要求；

３）由模型式与仿真分析图可知，狔轴向距离在３个轴向

中所占的最大，相对距离的变化情况与狔轴向的变化情况更加

接近。
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