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基于抗差估计的全姿态多位置寻北

张东方，郭晓松，薛海建，周召发
（第二炮兵工程大学 兵器发射理论与技术国家重点学科实验室，西安　７１００２５）

摘要：为解决寻北过程中需要人工调平而耗时较长的问题，结合全姿态多位置寻北模型，采用总体最小二乘法估算北向角；该算法

将陀螺漂移转化为测量误差，而转台倾斜误差、轴系误差及安装误差等同系数矩阵误差，在忽略较少误差项的同时完成寻北过程；并根

据实际数据中含有粗差的情况，提出抗差总体最小二乘方法，引入ＩＧＧⅢ等价权函数消除粗差数据的影响，从而提高算法在含有粗差数

据时的寻北精度；仿真数据分析和实验结果表明：该算法能有效削弱粗差对寻北精度的影响，实现全姿态高精度寻北。

关键词：全姿态寻北；总体最小二乘；粗差；抗差估计
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０　引言

捷联寻北仪是一种自主的定向装置，利用地球自转角速度

在陀螺输入轴上的分量来测量地理北向，在军事和民用领域有

着广泛的用途。根据一个周期内测量点位置多少，可分为二位

置寻北［１２］、四位置寻北［３］、多位置寻北［４６］和旋转调制寻

北［７］。多位置寻北［８］能够有效克服陀螺漂移的影响且不要求转

台的恒速旋转，是目前国内外研究的热点课题。

针对多位置寻北中存在的陀螺漂移、转台倾斜误差、轴

系误差及安装误差，文献 ［４］忽略转台倾斜误差，只在调

平状态下寻北，调平耗时长不满足快速寻北的要求；文献

［５］利用加速计补偿转台倾斜误差，但对其他误差项进行简

化处理，并采用最小二乘估算北向角。最小二乘估计［９］中只

考虑观测量的误差，而没考虑系数阵的误差。若采集数据中

含有粗差，最小二乘估计不具有抗差性，Ｋａｌｍａｎ滤波算法则

需要建立准确的观测噪声模型，小波阈值消噪［１０１１］可以有效

消除白噪声和宽带噪声，但是对一些低频有色噪声消噪效果

不理想，对于脉冲噪声更是无能为力。抗差总体最小二乘估

计［１２１３］不仅顾及系数矩阵和观测量均存在误差的情况，还能

够剔除粗差、合理利用有用信息。本文在推导全姿态多位置

寻北模型的基础上，将加速度计零偏误差和轴系误差带入系

数矩阵，陀螺随机漂移视为测量误差，采用抗差总体最小二

乘估算北向角。仿真实验表明，抗差总体最小二乘明具有抗

差性且能满足精度要求；最后利用实验室转台采集惯组输出

数据，验证了算法的有效性。

１　全姿态多位置寻北原理

采用捷联式多位置全姿态寻北技术，将由单光纤陀螺和２

个石英挠性加速度计构成的寻北仪放置转台中心。首先建立相

应坐标系，地理坐标系犗犡狀犢狀犣狀 ，其方向分别为东、北、天，

载体坐标系犗犡犫犢犫犣犫 ，方向为右、前、上，以及测量坐标系

犗犡犿犢犿犣犿 。地理坐标系经过三次旋转得到载体坐标系，由

犗犡狀犢狀犣狀 →
φ
犗犡１犢１犣１ →

θ
犗犡２犢２犣２ →

γ
犗犡犫犢犫犣犫 （如图１）

可得，地理坐标系犗犡狀犢狀犣狀 到载体坐标系犗犡犫犢犫犣犫 的转换矩

阵为

犆犫狀 ＝犆
犫
２犆

２
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ｃｏｓγ ０ －ｓｉｎγ
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图１　地理坐标系与载体坐标系的相对系
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　　其中：φ、θ、γ分别为方位角、俯仰角和横滚角。

在地理坐标系犗犡狀犢狀犣狀中，地球自转角速度狑犻犲在各轴上

的分量可表示为：

狑狀犻犲 ＝ ［０ 狑犻犲ｃｏｓ犔 狑犻犲ｓｉｎ犔］犜 （１）

　　而载体坐标系到测量坐标系的旋转矩阵为：

犆犿狀 ＝

ｃｏｓα ｓｉｎα ０

－ｓｉｎα ｃｏｓα ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

（２）

　　因此陀螺仪所敏感到的地球自转角速度分量为：

狑犿 ＝犆
犿
犫犆

犫
狀狑犻犲 ＝

［（ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎγ＋ｓｉｎφｃｏｓγ）ｃｏｓα＋ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎα］狑犻犲ｃｏｓ犔＋

［ｓｉｎθｓｉｎα－ｃｏｓαｃｏｓθｓｉｎγ］狑犻犲ｓｉｎ犔

［ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓα－ｓｉｎα（ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎγ＋ｓｉｎφｃｏｓγ）］狑犻犲ｃｏｓ犔＋

［ｓｉｎαｃｏｓθｓｉｎγ＋ｃｏｓαｓｉｎθ］狑犻犲ｓｉｎ犔

［ｓｉｎφｓｉｎγ－ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓγ］狑犻犲ｃｏｓ犔＋ｃｏｓθｃｏｓγ狑犻犲ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅犔

（３）

　　陀螺敏感轴与测量坐标系犢犿 轴重合，加速计敏感轴分别

与犡犿 轴和犢犿 轴重合。定点采样时，转台从开始初始位置犘０

开始，每次按顺时针方向转动固定角度Ω＝
２π
狀
，采集一周共

转动狀个位置，在每个转角位置停顿相同时间采集陀螺和加速

计信号。

对于犵
犫
狓、犵

犫
狔 可由两只加速度计的测量值得到。重力加速度

在载体坐标系犫中犡 轴、犢 轴上的分量为：

犵
犫
狓 ＝－犵ｓｉｎγｃｏｓθ

犵
犫
狔 ＝犵ｓｉｎ｛ θ

（４）

　　在不忽略加速度计零偏的情况下，加速度计的实际输出

值为：

犵^
犫
狓 ＝－犵ｓｉｎγｃｏｓθ＋

犵^
犫
狔 ＝犵ｓｉｎθ＋｛ 

（５）

　　根据加速计输出可实时得到转台姿态角为：

θ＝犪狉犮ｓｉｎ（
犵^
犫
狔－

犵
）

γ＝－犪狉犮ｓｉｎ（
犵^
犫
狓－

犵ｃｏｓθ

烅

烄

烆
）

（６）

　　光纤陀螺敏感轴的输出可表达为：

狑犿狔（犻）＝ε０＋ε１＋犓狑犻犲｛（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓ犔－ｓｉｎθｓｉｎ犔）ｃｏｓΩ犻－

［（ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎγ＋ｓｉｎφｃｏｓγ）ｃｏｓ犔－ｃｏｓθｓｉｎγｓｉｎ犔］ｓｉｎΩ犻｝（７）

　　其中：犓为标度因数，狑犻犲 为地球自转角速率，ε０ 为常值漂

移，ε犻为陀螺的随机漂移，犔为当地地理纬度，犻＝１，２，…，狀。

对式 （７）进行三角函数展开可得：

狑（犻）＝犆ｃｏｓα犻＋犇ｓｉｎα犻＋犠 （８）

　　其中：

犆＝犓狑犻犲（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓ犔－ｓｉｎθｓｉｎ犔）

犇＝－犓狑犻犲［（ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎγ＋ｓｉｎφｃｏｓγ）ｃｏｓ犔－

ｃｏｓθｓｉｎγｓｉｎ犔］

犠 ＝ε０＋ε犻

α犻 ＝Ω

烅

烄

烆 犻

　　由此可构造矩阵为：

犃＝

ｃｏｓα１ ｓｉｎα１

ｃｏｓα２ ｓｉｎα２

 

ｃｏｓα狀 ｓｉｎα

熿

燀

燄

燅狀

　犢＝

狑（１）

狑（２）



狑（狀

熿

燀

燄

燅）

Δ犢＝

ε０＋ε１

ε０＋ε２



ε０＋ε

熿

燀

燄

燅狀

　犡＝
犆^

［^ ］犇

　　式 （８）可用矩阵表示为

犢＋Δ犢＝犃犡 （９）

　　根据陀螺和加速度计的输出表达式，可得式 （９）中含有

北向角和转台倾斜角的信息，通过解算求得北向角，即完成整

个全姿态寻北过程。

２　全姿态寻北算法

２１　总体最小二乘寻北

传统最小二乘估计一般只考虑观测量的误差，假设系数矩

阵没有误差或不考虑系数矩阵的误差。然而在实际数据采集

中，观测量和系数矩阵都含有误差的情况是存在的，总体最小

二乘法则是一种解决系数矩阵和观测量均存在误差的有效

方法。

总体最小二乘问题的数学模型为：

犢＋Δ犢＝ （犃＋Δ犃）犡 （１０）

　　式 （１０）中，Δ犢和Δ犃 分别为观测值和系数矩阵元素的

随机误差，服从零均值和相同的方差；犚（犃）＝犿＜狀；犢是狀×

１的观测量；犃是狀×犿的系数矩阵；犡是犿×１的待估参数。

总体最小二乘的准则为：

ｍｉｎ［Δ犢；Δ犃］ ［Δ犃；Δ犢］ 犉

式中， 犉 表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，［Δ犃；Δ犢］表示狀×（犿＋１）的

增广矩阵。

采用拉格朗日极值原理求解总体最小二乘解，根据数学模

型，总体最小二乘准则可以具体表示为：

犲犜犃犲犃 ＋犲
犜
犢犲犢 ＝ｍｉｎ （１１）

式 （１１）中，犲犃 ＝狏犲犮（Δ犃）是将误差矩阵Δ犃按列拉直得到的

列向量，排列顺序为从左到右。

由此，根据模型可得拉格朗日极值函数为：

Φ＝犲
犜
犃犲犃 ＋犲

犜
犢犲犢 ＋２λ

犜·

（犢＋Δ犢－犃犡－（犡犜⊙犐狀）Δ犃） （１２）
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式 （１２）中，λ为狀×１阶的拉格朗日乘子；⊙ 表示Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ

积，Δ犃·犡＝ （犡犜⊙犐狀）Δ犃，对式求偏导得到拉格朗日条

件为：

１

２
δΦ
δΔ犢 Δ犢，Δ犃，^λ，犡

＝Δ^犢＋^λ＝０ （１３）

１

２
δΦ
δΔ犃 Δ犢，Δ犃，^λ，犡

＝Δ^犃－ （^犡犜⊙犐狀）^λ＝０ （１４）

１

２
δΦ
δ^λ Δ犢，Δ犃，^λ，犡

＝犢＋Δ^犢－犃^犡－ （^犡犜⊙犐狀）Δ^犃 ＝０（１５）

１

２
δΦ
δ犡 Δ犢，Δ犃，^λ，犡

＝－犃
犜^
λ－Δ^犃

犜^
λ＝０ （１６）

　　式 （１３）～ （１６）中，^犡 和^λ表示估值；Δ^犢和Δ^犃表示误差

的预测向量。整理可得到：

犢－犃^犡 ＝λ（１＋犡^犜^犡） （１７）

　　根据式 （１３）可得：

λ^＝ （犢－犃^犡）（１＋犡^犜^犡）－１ ＝－Δ^犢 （１８）

　　将式 （１８）带入式 （１４）可得：

Δ^犃 ＝λ^^犡
犜
＝λ^＝ （犢－犃^犡）（１＋犡^犜^犡）－１^犡犜 （１９）

　　整理公式 （１７）、（１８）和 （１９）可得：

犡^ ＝ （犃犜犃）－１犃犜犢 （２０）

　　根据狏^＝Δ^犃
犜
Δ^犃＋Δ^犢

犜
Δ^犢，可得到：

狏^＝
（犢－犃^犡）犜（犢－犃^犡）

（１＋犡^犜^犡）
（２１）

　　根据陀螺输出矩阵表达式，可将陀螺的随机漂移犠 等同

观测量误差，由于加速度计存在零偏和轴系的安装误差导致转

位误差为Δ，即有：

Δ犢＝犠

Δ犃＝

ｃｏｓ（犪１＋Δ）－ｃｏｓ犪１ ｓｉｎ（犪１＋Δ）－ｓｉｎ犪１

ｃｏｓ（犪２＋Δ）－ｃｏｓ犪２ ｓｉｎ（犪２＋Δ）－ｓｉｎ犪２

 

ｃｏｓ（犪狀＋Δ）－ｃｏｓ犪狀 ｓｉｎ（犪狀＋Δ）－ｓｉｎ犪

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 狀

　　因此可将式 （９）转化为总体最小二乘模型 （１０）。根据总

体最小二乘准则，利用迭代解法求解北向角：

第一步：狏
（０）
＝０，犡

（１）
＝ （犃犜犃）－１犃犜犢；

第二步：狏
（犻）
＝
（犢－犃犡

（犻））犜（犢－犃犡
（犻））

（１＋（犡
（犻））犜犡

（犻））
；

第三步：犡
（犻＋１）

＝ （犃犜犃－狏
（犻）犐犿）－

１犃犜犢；

第四步：重复第二步，直到 犡
（犽＋１）

－犡
犽
＜１犲－４终止迭

代；

第五步：根据估算的向量犡^，提取含有方位信息的值解得

方位角为：

＾
φ＝ａｒｃｃｏｓ（

犆^＋犓狑犻犲ｓｉｎθｓｉｎ犔

犓狑犻犲ｃｏｓθｃｏｓ犔
） （２２）

２２　抗差总体最小二乘寻北

若输出数据中存在粗大误差 （简称粗差），则会影响总体

最小二乘的估算精度。针对粗差无法避免的情况，选择适当的

抗差方法可以充分利用有效数据，消除有害数据。抗差总体最

小二乘估计的抗差实质体现在等价权上，等价权函数一般由正

态分布统计量构造，常用的犐犌犌Ⅲ 等价权函数为

珚狆犻 ＝

狆犻 珘狏犻 ≤犽０

狆犻
犽０
珘狏犻

犽１－ 珘狏犻
犽１－犽（ ）０

２

犽０ ＜ 珘狏犻 ≤犽１

０ 珘狏犻 ≥犽

烅

烄

烆 １

（２３）

式 （２３）中，狆犻为观测值的先验权，珘狏犻 ＝
狏犻

σ犻
为标准化残

差的绝对值。σ犻 ＝
σ^０

狆槡犻

，^σ０ 为均方差因子估值。犽０ 和犽１ 为

犐犌犌Ⅲ 等价权函数的临界值，犽０ ∈ ［１．０～１．５］，犽１ ∈ ［２．５～

３．０］。一般情况下取经验值犽０ ＝１．５，犽１ ＝２．５。

根据总体最小二乘准则，可得到抗差总体最小准则为：

犲犜犃珚犘犃犲犃 ＋犲
犜
犢
珚犘犢犲犢 ＝ｍｉｎ （２４）

　　根据式 （２１）可知，其残差可表示为

狏
（犻）
＝
（犢－犃犡

（犻））犜犘犻（犢－犃犡
（犻））

（１＋（犡
（犻））犜犡

（犻））
（２５）

　　因此，抗差总体最小二乘的迭代解法求解北向角：

第一步：狏
（０）
＝０，珚犡

（１）
＝ （犃犜犃）－１犃犜犢；

第二步：珔狏
（犻）
＝
（犢－犃珚犡

（犻））犜珚犘犻（犢－犃珚犡
（犻））

（１＋（珚犡
（犻））犜珚犡

（犻））
；

第三步：珚犡
（犻＋１）

＝ （犃犜犃－珋狏
（犻）犐犿）－

１犃犜犢；

第四步：重复第二步，直到 珚犡
（犽＋１）
－珚犡

犽
＜１犲－４终止迭代；

第五步：根据估算的向量珚犡
＾

，提取含有方位信息的值解

得方位角为：

＾
φ狆 ＝ａｒｃｃｏｓ（

犆^狆 ＋犓狑犻犲ｓｉｎθｓｉｎ犔

犓狑犻犲ｃｏｓθｃｏｓ犔
） （２６）

３　数据处理及结果分析

３１　仿真及数据处理

根据式 （７）运用 Ｍａｔｌａｂ工具进行仿真。假设陀螺零漂

０．０２°
犺

，加速度计零偏为１００μｇ，初始方位角φ＝３０°，俯仰

角θ＝０．１°，横滚角γ＝０．１°，其采样频率为２００Ｈｚ，位置

数狀＝３６，在每个转角位置采样相同时间１０ｓ，各位置采集的

陀螺数据直接求平均值。针对有无粗差，分别对１０组数据，

对比最小二乘 （ＬＳ）、总体最小二乘 （ＴＬＳ）和抗差总体最小

二乘 （ＲＴＬＳ）的寻北值。

表１　仿真条件下的数据处理结果

无粗差 含粗差

ＬＳ ＴＬＳ ＲＴＬＳ ＬＳ ＴＬＳ ＲＴＬＳ

１ ２９．８９３２ ２９．９６８４ ２９．９８５６ ３１．２９０１ ３０．９７３５ ３０．０８９１

２ ３０．３０９０ ３０．０９０９ ３０．０８２６ ３０．８８９１ ３０．５８７１ ３０．０１９４

３ ３０．２５８６ ２９．９８３８ ２９．９８４９ ２９．４２１４ ２９．５７９０ ３０．０２５７

４ ２９．９７１１ ２９．９９１４ ２９．９９５５ ２９．２５７６ ２９．４５８４ ３０．０３３４

５ ３０．２９３９ ２９．９８５７ ２９．９８７６ ２９．３７５７ ２９．３９４６ ２９．９６４５

６ ２９．８０１１ ３０．１２９９ ３０．１２４０ ２９．６３３９ ２９．７７５３ ２９．９７９６

７ ３０．２１３９ ３０．０２７６ ２９．９８７９ ３０．６４１４ ３０．５１９５ ２９．９８１４

８ ３０．２２５７ ３０．１０９７ ３０．０３５０ ２９．５４０２ ２９．５３００ ３０．０２５７

９ ３０．２０９６ ３０．０１６６ ３０．０１２３ ２９．６１２５ ２９．６８４８ ２９．９６５８

１０ ２９．９５４０ ２９．９７６６ ３０．００１２ ２９．６５９７ ２９．７１８４ ３０．０１３８

标准差

（σ）
０．０４９６ ０．０４２０ ０．０２０６ ０．２１６７ ０．１９０５ ０．０２３２

３２　实验及数据处理

在双轴精密转台上，利用某光纤陀螺惯组进行寻北实验，



第７期 张东方，等：


基于抗差估计的全姿态多位置寻北 ·２５４５　 ·

　　　图２　无粗差的陀螺输出　　　　　　图３　含粗差的陀螺输出

　　　　图４　抗差后陀螺输出　　　　　图５　无粗差的实验陀螺输出

　 　图６　含粗差的实验陀螺输出　　　　图７　抗差后的实验陀螺输出

所用陀螺的零漂为０．０２°
犺

，加速度计的零偏为１００μｇ，针对狀

＝３６时，进行１０组实验；采集数据中，人为产生震动，制造

粗差，处理相关数据如下：

４　结论

本文针对陀螺漂移、加速计零偏、转位误差和轴系误差存

在的情况，将其转化为测量误差和系数矩阵误差，利用总体最

小二乘求解北向角。在仿真条件下，无粗差时，总体最小二乘

和抗差总体最小二乘结果接近，精度明显优于最小二乘；数据

存在粗差时，最小二乘和总体最小二乘估计值不可靠，不具有

抗差性，抗差总体最小二乘具有抗差性并能够满足寻北精度要

求。此外，通过实验室转台采集实验数据，验证该算法的可行

表２　实验条件的数据处理结果

无粗差 含粗差

ＬＳ ＴＬＳ ＲＴＬＳ ＬＳ ＴＬＳ ＲＴＬＳ

１ ２９．８９５２２９．８９８４２９．９６３４３０．９６０３３０．９６１０３０．０６１１

２ ３０．２６５１３０．２８４２３０．１０３２３１．０１２６３０．６９３１３０．０５５４

３ ３０．２５８６３０．２０３５２９．９７６３２９．３５９４２９．５０１３３０．０３４２

４ ２９．９６５２２９．９７４９２９．９８４２２９．５４９２２９．５４９１３０．０４６８

５ ３０．１８４９２９．９６０４２９．９７３５２９．４１０３２９．４５７６２９．９７６５

６ ２９．８２６４３０．１０８６３０．１０４０３０．３１７５３０．３０２２２９．９６２４

７ ３０．１０９４３０．１３７６２９．９７９３３０．４６５８３０．４１８６３０．０４４９

８ ３０．１１８９３０．０５３４３０．０３５０２９．３６５１２９．６１２４３０．０５８６

９ ３０．１０４３３０．０８６４３０．０２０６２９．５５２４２９．６３５５２９．９７６６

１０ ２９．９７５８２９．９８５２３０．０１３２２９．４３６５２９．３３８１３０．０２４３

标准

差（σ）
０．０５１５ ０．０４２４ ０．０３５４ ０．２４５７ ０．２０１０ ０．０２８５

性与实用性。
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