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基于定量小波基选取与改进犔犇犅算法的

机械故障诊断
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摘要：通过研究信息论中的各种测度，提出了一种以信息论中的共信息熵来开展故障信号分析的定量小波基选取的方法；同时针对

局域判别基算法 （ＬｏｃａｌＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｅＢａｓｅｓ，ＬＤＢ）自身存在的一些问题，提出了一种基于改进的局域判别基理论的最优小波基分解算

法，构造了以局域判别基空间上的结点能量为元素的特征矢量，并在滚动轴承上进行了实验研究；实验分析表明，该算法可以有效地识

别旋转机械系统中不同严重程度的故障，且与原始的ＬＤＢ算法相比，改进后的ＬＤＢ算法对提高识别率和降低计算复杂度都有着明显的

优势。

关键词：机械故障诊断；小波包分解；定量小波基选取；改进局域判别基；支持向量机
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０　引言

由于机械设备在故障的形成与发展过程中产生的振动信号

具有瞬态性和非平稳性［１］，所以傅里叶变换对于这类信号的分

析具有一定的局限性。而各种非平稳信号处理方法如时频分

析、小波变换和希尔伯特－黄变换等可用于此类信号的分析，

其中小波变换作为短时傅里叶变换的延伸，由于具有变时频窗

口的信号分析能力 （即高频信号部分时间分辨率高而低频信号

部分频率分辨率高）及多尺度特性，从一开始就受到了从事机

械设备状态检测与故障诊断的研究者广泛的关注。此外，为了

获取更为精细的分解结果，研究者们又对小波变换进行了改

进，对小波变换得到的细节信号也进行了进一步的分解［２］，从

而提出了小波包变换。近年来，国内外对小波包变换在机械故

障诊断领域的应用上做了大量有价值的研究工作。例如，１９９６

年，Ｙ．Ｗｕ和Ｒ．Ｄｕ将小波包变换算法引入到了旋转机械运行

过程的信号监测中，给出了振动信号全频带范围内的小波包分

频带能量分布［３］；２００６年，王仲生等把小波分析中的离散小

波变换和小波包分解与重构用于消除噪声以实现对早期故障的

快速诊断［４］；２００９年，孟凡龙等利用小波包对信号进行特征

向量的提取并结合支持向量机实现对各种碰摩故障的识别［５］。

在这些研究中，研究者大多选用了小波包分解最底层的系数来

提取故障信号特征。然而由于小波包分解是在时频平面上对信

号的高频和低频成分同时进行分解，从而形成一个超完备的正

交小波基库，最底层的小波包系数并不一定能最好地反映振动

信号的特征，因而如何从这样的正交小波基库中找出最能表现

信号多尺度特征的正交时频空间子集，成为了提高诊断准确度

和有效性的主要难题。为了解决这一问题，研究者提出了一种

利用判别测度选取最优正交基的局域判别基 （ＬＤＢ）算法
［６７］，

随后ＬＤＢ算法被迅速应用于语音信号分析
［８］、生理信号分

析［９１０］以及振动信号处理［１１］等领域。从这些研究当中，我们

不难看出可区分度量的选取直接影响着ＬＤＢ算法的准确率。

目前，常用的可区分度量有欧氏距离、相对熵、对称相对熵、

归一化能量差、相关系数等。然而，事实上，大多数研究者只

是选用了其中的一种可区分度量来选取最优正交基，为了更加

全面地刻画信号特征，可结合多种可区分度量来改进ＬＤＢ算
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法以便更好地衡量类间信号的差异程度。

本文将提出一种基于改进局域判别基和定量小波选取的综

合机械故障诊断方法。首先结合相对熵和归一化能量差两种可

区分度量改进ＬＤＢ算法并将其应用于小波包分解最优正交基

的选择中。此外，信息论中的共信息熵将用来开展故障信号分

析中的量化基小波选择的理论与实验研究。实际的实验分析结

果表明，该方法可以有效地提取振动信号的故障特征，并能成

功地对滚动轴承的工作状态和故障类型进行分类。

１　小波包分解基本原理

小波包变换作为离散小波变换的延伸可由一个快速金字塔

式算法推导得到［１９］。在数学上，一个小波包由一组线性组合

的小波函数构成，它可以由下面的递归关系表示：

ψ
２犽（狋）＝槡２∑

狀

犺（狀）ψ
犽（２狋－狀）

ψ
２犽＋１（狋）＝槡２∑

狀

犵（狀）ψ
犽（２狋－狀） （１）

　　其中：ψ
０（狋）＝（狋）为尺度函数，ψ

１（狋）＝ψ（狋）为小波函数，

犺（狀）和犵（狀）代 表一对与尺度函数和小波函数相关的共轭镜像

滤波器组系数，且满足公式犵（狀）＝ （－１）
狀犺（１－狀），即两系

数也具有正交关系。每一次分解，共轭镜像滤波器组就把输入

离散信号分解成一个低频的粗略逼近和一个高频的细节部分。

时域信号α（狋）可分解为：

α
２犽
犼＋１（狋）＝∑

犿

犺（犿－２狀）α犽犼（狋）

α
２犽＋１
犼＋１ （狋）＝∑

犿

犵（犿－２狀）α
犽
犼（狋） （２）

这里α
犽
犼 （狋）表示小波包分解中第犼层，第犽个子空间的小波

包系数，犿为小波包系数的个数。根据公式 （２）可知，每个

细节系数向量和每个近似向量都能分解成两部分。也就是说，

对于一个信号Ω０，０，它能以一个完整二叉树的形式分解成２犼个

小波包节点Ω犼，犽，具体分解结果如图１所示。每个子空间Ω犼，犽

可由一系列基向量 ｛α犼，犽，犿｝
犿＝２

犖－犼－１
犿＝０ 生成，其中２犖 为信号长

度。因此，信号狓犻可由以下等式表示：

狓犻 ＝∑
犼，犽，犿

［α犼，犽，犿］犻·ω犼，犽，犿 （３）

　　 由图１所示的３层小波包分解图可以看出，选择不同的

正交子空间，小波包变换有不同的分解形式。例如正交子空间

集 ｛Ω３，０，Ω３，１，Ω３，２，Ω３，３，Ω３，４，Ω３，５，Ω３，６，Ω３，７，｝或 ｛Ω２，０，

Ω３，２，Ω３，３，Ω３，４，Ω３，５，Ω３，６，Ω３，７，｝或 ｛Ω２，０，Ω２，１，Ω２，２，

Ω３，６，Ω３，７｝都构成了一组完备的正交子空间集。因此，如何

选择适合分类的最优子空间将成为本文研究的主要内容。

图１　三层小波包分解树

２　改进局域判别基 （犔犇犅）算法

我们利用小波理论来分析旋转机械的振动信号时，目的是

从这些信号中提取相应的特征并根据这些特征来判断其工作状

态 （比如是否发生了故障或者故障的严重程度如何）。由于小

波包分解后的信号频谱存在 “子带”和 “父带”间的相互重

叠，如何从这些相互重叠的子空间中找出一组完备、互不重叠

且具有较好分类效果的子空间将是局域判别基算法解决的

问题。

ＬＤＢ算法是一种裁剪算法，它利用某一给定的可区分度

量来区分不同类别信号间具有较高区分特性的子带，并从小波

包分解的结果中寻找一组含有较高判别能力的最优完备正

交基。

假设给定一组含有犔类不同信号的数据 ｛｛狓
（犾）
犻 ｝

犖
犾犻＝１｝

犔
犾＝１，其

中犖犾为信号类别为犾的信号个数。令犅犼，犽为子空间Ω犼，犽中小波包

基向量矩阵，犃犼，犽 是经过犔犇犅 算法得到的Ω犼，犽 空间中的最优局

域判别基，Δ犼，犽 为Ω犼，犽 空间的犔类样本的可区分度量值．

第一步：利用小波包分解方法对每个信号进行分解；

第二步：对每一类分解后的信号的小波系数根据公式 （３）

和 （４）构造时频能量图犆犾 （犾＝１，…，犔）；

犆犾（犼，犽，犿）＝∑

犖
犾

犻＝１

（α犜犼，犽，犿狓
（犾）
犻 ）

２／∑

犖
犾

犻＝１

狓
（犾）
犻

２ （４）

　　第三步：设置犃犑，犽，＝犅犑，犽，然后利用公式Δ犑，犽＝犇 （｛犆犾

（犑，犽，．）｝）犔犾＝１计算可区分度量值，犽＝０，…，２
犑
!１，其中

犇 （．）表示某一给定的可区分度量；

第四步：利用自底向顶的快速搜索法确定最优子空间

犃犼，犽，其中犼＝犑－１，…，０，犽＝０，…，２
犼－１：令Δ犼，犽＝犇

（｛犆犾 （犼，犽，．）｝
犔
犾＝１），如果小波分解树上父节点的判别能力大

于它的子节点，即Δ犼，犽≥Δ犼＋１，２犽＋Δ犼＋１，２犽＋１，则暂时保留该父

节点，并将相应子空间舍弃，犃犼，犽＝犅犼，犽，否则便保留这两个子

空间，并将父节点的判别能力修改成子空间的判别能力和，

犃犼，犽＝犃犼＋１，２犽"犃犼＋１，２犽＋１且Δ犼，犽＝Δ犼＋１，２犽＋Δ犼＋１，２犽＋１；

第五步：根据判别能力大小排列每个选择的分解节点；

第六步：选择狋 （＜狀）最具有判别能力的分解节点，

并提取其对应的小波包分解系数所对应的特征进行信号的

分类。

然而需要指出的是，对于某一给定数据集，最佳的ＬＤＢ

子带的选择取决于数据集本身和用于区分类别的区分度量值。

可区分度量值 （ＤｉｓｓｉｍｉｌａｒｉｔｙＭｅａｓｕｒｅ）用来确定具有高区分

性的小波包子带，其在很大程度上影响到最终的识别率。因

此，可区分度量值的选择尤为重要。

为了获得较高的分类精度，研究者研究了大量有意义的可

区分度量，这些可区分度量的选择与分类结果的准确率息息相

关。近年来，研究人员在不同的工程领域提出了大量的可区分

度量，如欧氏距离、对称相对熵、相对熵、归一化能量差、相

关关系等等。然而，单一的可区分度量无法捕获某类信号的所

有特征信息，尤其是对复杂数据集，如本文的研究对象大型旋

转机械的振动信号。此外，多种可区分度量的使用将给分类提

供额外的特征维数。因此，本文提出了一种结合归一化能量差

犇１ 和相对熵犇２ 两个可区分度量的改进ＬＤＢ算法来实现最优

判别子空间的选取。

第一个可区分度量归一化能量差表示两类训练信号对应节

点归一化能量间的差异，它能够显示出不同类别的振动信号在

时频平面上的能量分布。其定义如下：

犇
（１，２）
１ ＝狘犈

１
犼，犽－犈

２
犼，犽狘 （５）

　　其中：犈１犼，犽 和犈
２
犼，犽 分别为第１类信号和第２类信号在小波
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包树第犼层、第犽个子空间的归一化能量，其计算公式如下：

犈犼，犽 ＝
∑

犿＝２
狀
０－犼－１

犿＝０
（α２犼，犽，犿）

犈狓
犻

（６）

　　其中：犼＝０，１，．．．，犑，犽＝０，１，．．．，２犼－１，狀０＝ｌｏｇ２狀≥

犑（狀为信号长度，狀０ 为最大分解层数），α犼，犽，犿为小波包树中第

犼层、第犽个子空间的第犿 个小波包系数，犈狓
犻
则代表振动信

号的总能量。

第二个可区分度量相对熵表征了两分布序列间的分离程

度。其定义为：

犇
（１，２）
２ ＝∑

狀

犻＝１

狆
（１）
犻 ｌｏｇ

狆
（１）
犻

狆
（２）
犻

（７）

　　其中：狀＝２狀０－犼－１，令狆、狇为两个非负序列且满足等式

∑
犻
狆
（１）
犻 ＝∑

犻
狆
（２）
犻 ＝１ （即狆、狇可视为某种归一化的能量分布），

狆犿 （犼，犽）＝α
２
犼，犽，犿／∑

狀

犻＝１
｜α犼，犽，犻｜

２ 为训练样本信号总能量归一

化的各样本信号在 （犼，犽，犿）处的小波包系数的平方和。

由公式 （５）和公式 （７）我们可以得到以下结论：两类信

号差异性越大，可区分度量值犇１和犇２越大。

类似地，对于多类 （犔＞２）问题，犔类样本在子空间Ω犼，犽

上的时频能量分布的可区分度量为：

犇１ ＝∑
犔－１

犻＝１
∑
犔

犼＝犻＋１

犇
（犻，犼）
１

犇２ ＝∑
犔－１

犻＝１
∑
犔

犼＝犻＋１

犇
（犻，犼）
２

（８）

　　改进ＬＤＢ算法与原始ＬＤＢ算法相比较主要是对可区分度

量进行了改进，由之前的单一可区分度量变为多个可区分度量

来改进ＬＤＢ算法从而实现最优判别子空间的选取。首先，利

用小波包分解方法对每个信号进行分解；设置犃犑，犽＝犅犑，犽，利

用公式Δ犑，犽＝犇犻，犻＝１，２，犽＝０，…，２
犑
!１计算可区分度

量值；同样地，利用自底向顶的快速搜索法确定最优子空间

犃犼，犽；随后，分别选用可区分度量犇１ 和可区分度量犇２ 重复上

述步骤，得到两组完备的正交子空间集。重复出现在这两组正

交子空间集的子空间表明不同类信号在该子空间上时频平面上

能量分布差异较大且分离程度较大，因此我们将重复出现在这

两组正交子空间集的子空间看作是本文寻找的适合分类的最优

子空间；最后，我们将选择的狋个最具有判别能力的最优子空

间来构建特征向量，提取其对应的小波包分解系数所对应的能

量特征进行信号的分类。

３　定量小波基选取方法

为确保小波变换在机械故障诊断的有效性，如何选择最

适合信号分解和特征提取的小波基是本文的另一关键问题。

由于小波变换的本质是利用伸缩移位后的基小波与待分析信

号之间的相关性操作，因此基小波与待分析信号越相似，其

特征提取的能力越强。而信息论中的各种测度，比如联合

熵、条件熵、共信息熵，相对熵等，常用来描述两组数据序

列之间的关系，其数值的大小往往反映了两组数据序列的相

似程度。因而本文确定以信息论中的这些测度来指导基小波

的选择并重点对共信息熵进行了研究。共信息熵描述了一组

数据序列中所含有的另一组数据序列的信息多少，可用下列

的公式来描述：

犐（犡；犢）＝∑
狓∈犡
∑
狔∈犢

狆（狓，狔）ｌｏｇ
狆（狓，狔）

狆（狓）狆（狔）
＝

∑
狓∈犡
∑
狔∈犢

狆（狓，狔）ｌｏｇ狆（狓，狔）－∑
狓∈犡

狆（狓）ｌｏｇ狆（狓）－∑
狔∈犢

狆（狔）ｌｏｇ狆（狔） （９）

　　其中：狆 （狓，狔）表示数据序列犡和数据序列犢 的联合概

率密度，狆 （狓）和狆 （狔）则分别代表数据序列犡 和数据序列

犢 的概率密度。而公式中 ∑
狓∈犡
∑
狔∈犢
狆 （狓，狔）ｌｏｇ狆 （狓，狔）则是

两个数据序列的联合熵 犎 （犡，犢）， ∑
狓∈犡
狆 （狓）ｌｏｇ狆 （狓）和

∑
狔∈犢
狆 （狔）ｌｏｇ狆 （狔）则分别代表数据序列犡 和数据序列犢 的

香农熵犎 （犡）和犎 （犢）。公式 （９）可进一步表示为：

犐（犡；犢）＝－犎（犡，犢）＋犎（犡）＋犎（犢） （１０）

　　它们之间的关系如图２所示。

由图２可以看出，共信息熵犐 （犡，犢）越大则两组数据序

列就越相似。如果我们把旋转机械的原始振动信号看做数据序

列犡，而经过小波分析后的包含故障信息频带的重构信号看做

数据序列犢，那么共信息熵就可以用来评估应用不同的基小波

进行信号分析后的重构信号与原始振动信号之间的相似度。通

过比较可知，共信息熵最大的基小波即为最适合提取该类故障

特征的基小波。

图２　两组数据序列的共信息熵、联合熵和香农熵之间的关系

４　特征向量的构建及分类

在改进ＬＤＢ算法的研究中，我们利用两个不同可区分度

量得到了两个最优正交子空间集，并且选择了两个正交子空间

集中重复出现的子空间来构建特征向量。本文，我们将各个子

空间的能量特征来构建特征向量。某子空间的能量可由公式

（１１）计算得到：

犈狋 ＝∑
犕

犻＝１

α狋（犻）
２ （１１）

　　其中：犕 为各个子空间包含的小波包系数的个数，

α狋（犻）为小波包系数。这样狋个重复子空间的能量构成了特征

矢量犉：

犉＝ ［犈１，犈２，．．．，犈狋］ （１２）

　　我们将向量犉 作为特征向量送入支持向量机 （ＳＶＭ）对

不同类型的故障信号进行分类。

支持向量机是一种通过找到一个最优超平面来区分两类样

本的一种线性的学习方法。作为一种监督分类方法，支持向量

机从任一样本中在附近的训练点中寻求最大距离，以便在测试

数据时取得良好的分类性能。由于支持向量机的小样本测试的

特点，适用于区分小数据量的不同状态。而实时故障诊断时，
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训练数据通常是有限的。出于这个原因，我们选用支持向量机

作为分类器对不同健康状态的旋转机械组件进行诊断。然而，

由于支持向量机不能直接应用于多类问题分类，对于多类模式

识别问题，ＳＶＭ可通过两类问题的组合来实现。通常有两种

方法：“一对多”策略，“一对一”策略和ＤＡＧＳＶＭ 策略。针

对上述算法存在无法识别具体故障的缺点，本文采用改进的算

法构建多类故障分类器进行模式分类。该多类方法描述如图３

所示：对于犓类样本的训练，训练犓－１个支持向量机，对于

第１个支持向量机子分类器，以第１类样本为正样本，将第

２，３，…，犓类样本作为负的训练样本训练ＳＶＭ１，然后去掉

第一类样本，在剩余的样本中，以第２类样本为正样本，将第

３，４，…，犓类样本作为负的训练样本训练ＳＶＭ２，以此类推

直到第犓－１个分类器设计完毕。测试时，将样本首先输入第

一个分类器，如果输出为 “１”则判定样本类别为分类器所对

应的类别，测试结束。如果不是，则进入下一个分类器，直到

判断出测试样本所属的类别。

图３　ＳＶＭ多类分类方法

５　实验结果与讨论

对于上述算法，我们利用轴承振动信号进行了验证。测试

轴承采用６２０５－２ＲＳＪＥＭＳＫＦ模型。图４为测量不同程度损

伤的滚动轴承得到的振动信号。采样频率为１２０００Ｈｚ。

图４　不同程度损伤的轴承的振动信号

基小波的选取试验中，数据序列犡 为包含１２０００个点的

０．１８ｍｍ孔洞损伤的轴承振动信号，数据序列犢 为犡 经４层

小波包变换得到的节点 ［４，０］的重构信号，根据公式 （１０）

可得到各小波基函数的共信息熵值如表１所示。

共信息熵犐 （犡；犢）越大，表示应用该基小波进行信号

分析后的重构信号与原始转静碰摩信号越相似。从表１可以得

出，选用ｒＢｉｏ１．３小波作为基小波计算得出的共信息熵值较

大，因此，最终我们选定了ｒＢｉｏ１．３小波作为该研究的基

小波。

表１　常用小波基函数的共信息熵

小波基 共信息熵 小波基 共信息熵 小波基 共信息熵

Ｈａａｒ １７．００７ Ｃｏｉｆ５ ２０．７３７ Ｂｉｏｒ２．６ ２０．８０２

Ｄｂ２ ２０．７８１ Ｓｙｍ２ ２０．７８１ Ｂｉｏｒ４．４ ２０．７６３

Ｄｂ４ ２０．７４０ Ｓｙｍ３ ２０．７８３ Ｂｉｏｒ５．５ ２０．７６６

Ｄｂ６ ２０．７７１ Ｓｙｍ４ ２０．７８８ Ｂｉｏｒ６．８ ２０．７７３

Ｄｂ８ ２０．７７１ Ｓｙｍ５ ２０．７９８ ｒＢｉｏ１．３ ２０．８７９

Ｄｂ１０ ２０．７６２ Ｓｙｍ６ ２０．７６０ ｒＢｉｏ２．４ ２０．７４２

Ｃｏｉｆ１ ２０．７６７ Ｓｙｍ７ ２０．７８４ ｒＢｉｏ２．６ ２０．８０５

Ｃｏｉｆ２ ２０．７９６ Ｓｙｍ８ ２０．８０１ ｒＢｉｏ４．４ ２０．７６０

Ｃｏｉｆ３ ２０．７７８ Ｂｉｏｒ１．３ １６．９５４ ｒＢｉｏ５．５ ２０．７７６

Ｃｏｉｆ４ ２０．７６５ Ｂｉｏｒ２．４ ２０．７７１ ｒＢｉｏ６．８ ２０．７８９

图５　ＬＤＢ子空间示意图

由图５可以看出，分别采用可区分度量犇１ 和可区分度量

犇２，我们共得到了３０个ＬＤＢ子空间，其中节点 ［３，５］、［４，

０］、［４，１］、 ［４，４］、 ［４，５］、 ［４，６］、 ［４，７］、 ［４，８］、

［４，９］、［４，１２］、［４，１３］、［４，１４］、［４，１５］既出现在图５

（ａ）中，也出现在图５ （ｂ）中。即在Ｌ类组合的分类中这些

重复出现的子空间含有相对较高的差异。也就是说，在这Ｌ

类样本中，这些子空间具有较大的统计距离。因此在试验中，

我们选用这些重复出现的子空间作为最终选定的最优子空间来

构建特征向量。

在进行分类实验时，首先用１６０组数据 （每组数据长度为

１ｓ，４类模式各４０组）训练分类器，正确的分类概率为

１００％；然后用８０组 （４类模式各２０组）送入训练好的分类

器进行测试。分类正确与否的判别准则为：当输出矢量与期望

输出矢量完全一致时，为正确识别，否则为错误识别。实验得

到的轴承信号识别混淆矩阵如表２所示。从表２的分析可以看

出：在该分类实验中，本文提出的综合机械故障诊断方法对不

同程度故障轴承的分类具有较高准确性，其故障识别率高

达９６．２５％。

表２　实验结果

目标类别

测试

样本

数

识别结果

健康

轴承

０．１８ｍｍ

孔洞

０．３６ｍｍ

孔洞

０．５３ｍｍ

孔洞

识别

率

／（％）

总识

别率

／（％）

健康轴承 ２０ ２０ ０ ０ ０ １００

０．１８ｍｍ孔洞 ２０ ０ １８ ０ ２ ９０

０．３６ｍｍ孔洞 ２０ ０ ０ １９ １ ９５

０．５３ｍｍ孔洞 ２０ ０ ０ ０ ２０ １００

９６．２５
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此外，实验还比较了该算法不同小波基和不同可区分度量

在相同识别特征矢量条件下的故障识别率，分类器均采用支持

向量机。具体实验结果见表３和表４。

表３　采用不同小波基的识别率

小波基

分类准确率／（％）

健康

轴承

０．１８ｍｍ

孔洞

０．３６ｍｍ

孔洞

０．５３ｍｍ

孔洞

总识别率

／（％）

Ｂｉｏｒ５．５ １００ ９５ ８５ １００ ９５．００

Ｄｂ１０ １００ ９０ ８５ １００ ９３．７５

ｒＢｉｏ１．３ １００ ９０ ９５ １００ ９６．２５

表４　采用不同可区分度量方法的识别率

可区分度量 总识别率／（％）

犇１ ９３．７５

犇２ ９３．７５

犇１牔犇２ ９６．２５

从表３中可以看出，使用ｒＢｉｏ１．３小波即本实验中最适合

该型号轴承信号的分析小波作为基小波的方法比使用其他小波

基函数时获得了更高的分类准确率。另一方面，表４的结果表

明，采用结合两种可区分度量的方法相比采用单一可区分度量

的方法提高了分类准确性。该结果表明，本文提出的定量小波

选取和改进ＬＤＢ算法结合的方法对复杂多类问题的分类具有

良好的分析效果。

６　结论

本文通过对实际采集的不同故障类型下的轴承振动信号的

实验分析结果表明，采用定量小波选取和改进局域判别基算法

的故障诊断方法可以有效识别滚动轴承的故障类型。此外，从

两个对照实验的实验结果可知，分别使用定量基小波选取和多

种可区分度量的改进ＬＤＢ算法均提高了分类的准确率，体现

了定量小波基选取和多种可区分度量的改进 ＬＤＢ算法的有

效性。
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