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有理数域基于膜计算的算术运算设计与实现
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摘要：为了生物计算机的实现，算术运算是完成所有计算模型的最基本运算；到目前为止，对膜系统中算术运算的研究只是处于整

数域内，还没有实现有理数域内的算术运算；为实现有理数域的乘除法运算，基于生物类细胞模型，介绍了膜计算的基本原理和特性，

然后构造基于规则优先级的算术Ｐ系统来实现有理数域内的乘法和除法，并举出相应的例子进行详细的说明以及实验仿真；实验仿真结

果表明，提出的构造分数Ｐ系统来实现有理数域内的乘除法的思想和设计的规则是正确的，能够得到预期目标。
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０　引言

膜计算又被称作Ｐ系统
［１］，Ｇｈ．Ｐǎｕｎ于２０００年正式发表

论文提出膜计算思想［２］，标志着这一研究领域的诞生。膜计算

的一个最大优点就是其能够以最大的并行度实现相应的计

算［３］，它的发展给生物计算引入了丰富的计算模型与框架。已

经证明，膜计算等价于图灵机［４］，其强大的并行计算能力可以

有效解决目前电子计算机所面临的瓶颈。目前膜系统主要有３

种类型：类细胞 （ｃｅｌｌ－ｌｉｋｅ）Ｐ系统
［２］，类组织 （ｔｉｓｓｕｅ－

ｌｉｋｅ）Ｐ系统
［５］以及类神经 （ｎｅｕｒａｌ－ｌｉｋｅ）Ｐ系统

［６］。膜计算

已经成为了很多领域的科学家的研究热点。

目前，有关算术Ｐ系统的研究非常较少。Ａｄｒｉａｎ根据设

计的算术Ｐ系统实现了算术运算
［７］，但是其膜系统结构复杂，

并且没有利用膜计算的最大并行性［８］。Ｃｉｏｂａｎｕ
［９］设计了基于

自然编码的算术批系统来实现算术运算，大大地简化了膜系统

结构。文献 ［１０］设计了多层膜Ｐ系统用来实现带有符号数的

算术运算。文献 ［１１］设计了单层膜Ｐ系统实现整数域内的表

达式求值。文献 ［１２］设计了多层膜Ｐ系统用来实现算术表达

式运算。

现有基于算术运算的研究都只是在整数域内的，并没有对

有理数域内的算术运算的研究。鉴于有理数域内的所有数用对

应的分数都可以表示，因此，本文采用分数运算来代替实数算

术运算对有理数进行研究，主要实现了运算数用分数表示的乘

法和除法运算。

１　犘系统组成

本文基于类细胞Ｐ系统，基础类细胞Ｐ系统的膜结构如

图１所示。膜结构是由一些按层次结构排列的膜组成。这些膜

将细胞内部划分为具有层次结构的多个区域，每个区域的边界

称之为膜。皮肤即为最外层的膜，用于分隔外部环境和膜内

部，皮肤外的区域称为环境。基本膜即一个膜内部没有包含其

他任何膜。

图１　膜结构
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一个Ｐ系统具有如下形式：

Π＝ （犗，μ，ω１，ω２，…，ω犿，犚１，犚２，…，犚犿，ρ１，ρ２，…，ρ犿，犻０）

　　其中：

１）犗表示一个字母表。每个符号代表膜结构内的一个

对象；

２）μ表示的是由犿 个膜组成的膜结构，每个膜对应的标

号依次为１，２，…，犿；

３）ω犻，１≤犻≤犿，表示在初始状态下存在于膜１，２，…，

犿中的字符串，这些字符串表示字母犗 上的多重集。例如：

在膜犻中有５个对象犪的副本和３个对象犫的副本，则有ω犻＝

犪５犫３。若ω犻＝λ，则表示膜犻内没有任何对象；

４）犚犻 （１≤犻≤犿）是字母表犗 上进化规则的有限集合；

犚犻对应于μ中膜犻的进化规则集合；

５）ρ犻 （１≤犻≤犿），代表了犚犻 上的偏序关系，表示规则间

的优先次序；如果ρ犻＝ ｛犪→犫＞犮→犱｝，物质犪和犫同时可用，

根据定义的优先次序，只有规则犪→犫能够被执行；

６）犻０ 是一个输出膜的标记，用于保存计算结果。

膜内的进化规则的形式为：狌→狏，其中狌∈犗＋，狏＝犞′或

者狏＝犞′δ′，犞′∈ （０×犜犪狉），犜犪狉＝ ｛犺犲狉犲，狅狌狋，犻狀犼｜１≤犼

≤犿｝。犺犲狉犲表示对象狏仍在使用该进化规则的区域内；狅狌狋表

示对象狏移出当前区域；犻狀犼 表示对象狏将被移动到被膜犻直

接包含的膜犼中。δ是一个特殊的字符，用来定义膜的溶解。

如有规则狌→狏δ，当使用这规则，对象狌所在的膜将被溶解，

当前存在膜内的所有对象都被释放到其外层膜，并且被溶解的

膜的所有规则都被去掉。此外，还有一种进化规则形如：狌→狏

｜犪，其中犪是一个对象，物质犪是进化规则狌→狏｜犪 反应的

促进剂，即只有物质犪存在的时候，进化规则狌→狏｜犪 才能被

执行。

在所有的膜结构中，执行进化规则都要遵循以下两个

原则。

１）不确定性原则：Ｐ系统在执行进化规则的时候要遵循

不确定性原则，也就是说当膜中有狀条进化规则能够同时被执

行的时候，Ｐ系统随机执行其中的一条进化规则。

２）最大并行性原则：在Ｐ系统中，每一步的计算都遵循

最大并行性原则，也就是说所有能够执行的规则必须同时

执行。

为了描述方便，在文中剩下的部分我们将类细胞Ｐ系统

简称为Ｐ系统。

２　有理数域犘系统设计与实现

算术运算是所有计算模型得完成的基本运算。在本节中，

我们将介绍分数Ｐ系统并设计分数乘法运算Ｐ系统和分数除

法运算Ｐ系统。分数Ｐ系统的形式如下所示：

∏ ＝ （犗，μ，ω，犚，ρ，犻狅） （２）

　　其中：

１）犗表示一个字母表。每个符号代表膜结构内的一个

对象；

２）μ表示的是由犿 个膜组成的膜结构，每个膜对应的标

号依次为１，２，…，犿；

３）分数乘除法运算的规则集犚＝犚犐∪犚×∪犚÷，其中犚犐

表示初始化规则集，犚×表示乘法运算规则集，犚÷表示除法运

算规则集；

４）ρ表示所有规则之间的优先次序；本论文区域内的进

化规则表示为：（狌→狏，犽），其中：狌→狏是进化规则；犽表示

规则的优先次序，在本文中定义犽值越小，规则的优先次序

越高；

５）犻狅 是一个输出膜的标记，用于保存计算结果。

分数乘除法运算的格式如下：

（＋／－）犿１
犿２

×／÷
（＋／－）狀１
狀２

　　其中：犿１，犿２，狀１，狀２ 都是整数，且都均大于０。

２１　初始化

初始化是为了将输入到Ｐ系统中的运算数转变成乘除法

运算所需要的格式。

输入：

１）如果第一运算数为正，那么就输入＋ξ１狋
犿
１１ ψ１狋

犿
２２ ；如果

第一运算数为负，那么就输入－ξ１狋
犿
１１ ψ１狋

犿
２２ 。

２）如果第二运算数为正，那么就输入＋ξ２狋
狀
１１ψ２狋

狀
２２ ；如果

第二运算数为负，那么就输入－ξ２狋
狀
１１ψ２狋

狀
２２ 。

输出：

１）如果第一运算数为正，那么就输出狑犿１α犿１１α
犿
２２狇
犿
２１ ；如

果第一运算数为负，那么就输出狓犿１α犿１１α
犿
２２狇
犿
２１ 。

２）如果第二运算数为正，那么就输出狔
狀
１犫狀１１犫

狀
２２狇
狀
２２ ；如果

第二运算数为负，那么就输出狕狀１犫狀１１犫
狀
２２狇
狀
２２ 。

其中：第一运算数分子记为ξ１；第一运算数分母记为ψ１；

第二运算数分子记为ξ２；ψ２ 表示第二运算数的母；＋和－分

别表示两个运算数的符号；狋１ 的数量表示分子的值，狋２ 的数量

表示分母的值。犪１ 数量表示第一运算数分子的值；犪２ 的数量

表示第一运算数分母的值；犫１ 的数量表示第二运算数分子的

值；犫２ 的数量表示第二运算数分母的值；狑 表示第一运算数

是非负数；狓表示第一运算数是负数；狔表示第二运算数是非

负数；狕表示第二运算数是负数；狇１的数量表示第一运算数分

母的值；狇２ 的数量表示第二运算数分母的值。

设计的初始化规则集如下：

犚犐 ＝犚
犐
１ ∪犚

犐
２ ∪犚

犐
３ ∪犚

犐
４ ∪犚

犐
５ ∪犚

犐
６ （３）

　　其中：

犚犐１ ＝ （ξ１狋１＋→ξ
２
＋
２（狑犪１，狅狌狋），０）

犚犐２ ＝ （ξ１狋１＋→ξ
２
－
２（狓犪１，狅狌狋），０）

犚犐３ ＝ （ψ１狋２＋→ψ
２
＋
２（犪２狇１，狅狌狋），０）

犚犐４ ＝ （ξ２狋１＋→ξ
２
＋
２（狔犫１，狅狌狋），０）

犚犐５ ＝ （ξ２狋１＋→ξ
２
－
２（狕犫１，狅狌狋），０）

犚犐６ ＝ （ψ２狋２＋→ψ
２
＋
２（犫２狇２，狅狌狋），０）

　　例如：对于
１

３
×／÷

－１

２
，这两运算数在计算前得先做初

始化操作。执行规则犚犐１ 和犚
犐
３ 来初始化

１

３
中的分子和分母，

生成狑１犪１１ 和犪
３
２狇
３
１，并且生成的对象都被送到外层膜；执行规

则犚犐５ 和犚
犐
６ 来初始化

－１

２
中的分子和分母，生成狕１犫１１ 和犫

２
２狇
２
２

并且生成的对象都被送到外层膜。在结束初始化之后，在膜１

中将得到多重集狑１犪１１犪
３
２狇
３
１狕
１犫１１，犫

２
２狇
２
２。

２２　乘法实现

分数乘法运算有如下的转化：

（＋／－）犿１
犿２


（＋／－）狀１
狀２

＝
（＋／－）犿１×狀１
犿２×狀２

（４）



第６期 晏　勇，等：


有理数域基于膜计算的算术运算设计与实现 ·１９７５　 ·

　　根据式 （４），设计分数乘法Ｐ系统如图２所示。

图２　分数乘法Ｐ系统

乘法运算规则集设计如下：

犚×＝犚×１ ∪犚
×
２ ∪犚

×
３ （５）

　　规则集犚
×
１ ，犚

×
２ 和犚

×
３ 中的规则如下：

犚×１ ＝ ｛狉１：（狑狔犪１犫１ → （犪１，犻狀，

犕２；犫１，犻狀，犕２；狑，犻狀，犕２；狔，犻狀，犕２），０），

狉２：（狑狕犪１犫１ → （犪１，犻狀，犕２；犫１，犻狀，犕２；狑，犻狀，犕２；狕，犻狀，犕２），０），

狉３：（狓狔犪１犫１ → （犪１，犻狀，犕２；犫１，犻狀，犕２；狓，犻狀，犕２；狔，犻狀，犕２），０），

狉４：（狓狕犪１犫１ → （犪１，犻狀，犕２；犫１，犻狀，犕２；狓，犻狀，犕２；狕，犻狀，犕２），０），

狉５：（犪２犫２ → （犪２，犻狀，犕３；犫２，犻狀，犕３），０），

狉６：（犪１ → （犪１，犻狀，犕２），１），狉７：（犫１ → （犫１，犻狀，犕２），１），

狉８：（犪２ → （犪２，犻狀，犕３），１），狉９：（犫２ → （犫２，犻狀，犕３），１）｝

犚２
×
＝ ｛狉１：（狑狔犮→犱＋ ，０），

狉２：（狑狕犮→犱－，０），狉３：（狓狔犮→犱－，０），狉４：（狓狕犮→犱＋，０），

狉５：（狌
２犪１犫１ →狌

４狋１狊，１），狉６：（狌
２犪１犱→狌

４犲，２），

狉７：（狌
２犫１犱→狌

４犲，２），狉８：（狌
２犱狊→狌

４犲犳，３），

狉９：（狌
２狊→狌

４犪１犫１，４），狉１０：（狌
２犲→狌

４犱，４），

狉１１：（狌
２
犳→狌

４犫１，４），狉１２：（狋１ → （狋１，狅狌狋），５），

狉１３：（＋→ （＋，狅狌狋），５），狉１４：（－→ （－，狅狌狋），５）｝

犚３
×
＝ ｛狉１：（狌

２犪２犫２ →狌
４狋２狊，１），

狉２：（狌
２犪２犱→狌

４犲，２），狉３：（狌
２犫２犱→狌

４犲，２），

狉４：（狌
２犱狊→狌

４犲犳，３），狉５：（狌
２狊→狌

４犪２犫２，４），

狉６：（狌
２犲→狌

４犱，４），狉７：（狌
２
犳→狌

４犫２，４），

狉８：（狋２ → （狋２，狅狌狋），５）｝

　　运用犚
×中规则的步骤描述如下：

１）在膜１中，通过执行犚×１ 中的规则：对象犪１ 和犫１ 被

送到膜２；对象犪２ 和犫２ 被送到膜３。

２）在膜２中，执行犚×１ 中的规则来计算 （＋／－）犿１×

狀１，并把计算结果送到膜１中。在膜３中，执行犚
×
３ 中的规则

来计算犿２×狀２，并把计算结果送到膜１中。

３）在膜１中，根据膜２和膜３传来的物质，得到最后的

乘法运算结果。

结束乘法运算后，膜１中狋１ 的数量表示运算结果分子的

值，狋２ 的数量表示运算结果分母的值。

例如：对于１
３
×
－１

２
（见图３，图４），经过初始化得到

狑１犪１１犪
３
２狇
３
１狕
１犫１１犫

２
２狇
２
２。通过执行犚

×
１ 中的规则：狑

１犪１１狕
１犫１１ 被送到

膜２；犪３２犫
２
２ 被送到膜３。在膜２中，通过执行中犚

×
２ 的规则：

狑１犪１１狕
１犫１１ 被消耗，生成多重集狋

１
１－并送到膜１。在膜３中，通

过执行犚×３ 中的规则：犪
３
２犫
２
２ 被消耗，并生成多重集狋

６
２ 并送到

膜１。在膜１中，得到多重集－狋１１狋
６
２。故

１

３
×
－１

２
的运算结果为

－
１

６
。

图３　运行界面

图４　运行界面

在我们的实验仿真程序中，定义运算数中分数的输入格式

为＜犪～犫＞，其中犪表示分子，犫表示分母。图３显示了每一

次运算过程中执行的规则数，包括了一次运算过程中并行执行

的规则数；图４显示了运算后膜结构、膜内物质、运算结果以

及并行执行的次数。由图４可知，完成此次计算需要的膜结构

为５个，执行次数为５５，其中包括并行执行１８次，充分利用

了膜计算的最大并行性特点；运算的结果为－
１

６
，运算结果

正确。

２３　除法实现

分数除法运算有如下的转化：

（＋／－）犿１
犿２

÷
（＋／－）狀１
狀２

＝
（＋／－）犿１×狀１
（＋／－）犿２×狀１

（６）

　　与乘法类似，我们设计分数除法Ｐ系统如图５所示。

图５　分数除法Ｐ系统

除法运算规则集设计如下：

犚÷＝犚÷１ ∪犚
÷
２ ∪犚

÷
３ （７）

　　规则集犚
÷
１ ，犚

÷
２ 和犚

÷
３ 中的规则如下：

犚１
÷
＝ ｛狉１：（狑犪１犫１ → （犪１，犻狀，

犕２；犫２，犻狀，犕２；狑，犻狀，犕２），０），

狉２：（狓犪１犫２ → （犪１，犻狀，犕２；犫１，犻狀，犕２；狓，犻狀，犕２），０），

狉３：（狔犪２犫１ → （犪１，犻狀，犕３；犫１，犻狀，犕２；狔，犻狀，犕３），０），
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狉４：（狕犪２犫１ → （犪２，犻狀，犕３；犫１，犻狀，犕２；狕，犻狀，犕３），０），

狉５：（犪１ → （犪１，犻狀，犕２），１），狉６：（犫２ → （犫２，犻狀，犕２），１），

狉７：（犪２ → （犪２，犻狀，犕３），１），狉８：（犫１ → （犫１，犻狀，犕３），１），

狉９：（＋－→－，２），狉１０：（＋
２
→＋，２），狉１１：（－

２
→＋，２）｝

犚２
÷
＝ ｛狉１：（狑犮→犱＋ ，０），狉２：（狓犮→犱－，０），

狉３：（狌
２犪１犫２ →狌

４狋１狊，１），狉４：（狌
２犪１犱→狌

４犲，２），

狉５：（狌
２犫２犱→狌

４犲，２），狉６：（狌
２犱狊→狌

４犲犳，３），

狉７：（狌
２狊→狌

４犪１犫２，４），狉８：（狌
２犲→狌

４犱，４），

狉９：（狌
２
犳→狌

４犫２，４），狉１０：（狋１ → （狋１，狅狌狋），５），

狉１１：（＋→ （＋，狅狌狋），５），狉１２：（－→ （－，狅狌狋），５）｝

犚３
÷
＝ ｛狉１：（狔犮→犱＋ ，０），狉２：（狕犮→犱－，０），

狉３：（狌
２犪２犫１ →狌

４狋２狊，１），狉４：（狌
２犪２犱→狌

４犲，２），

狉５：（狌
２犫１犱→狌

４犲，２），狉６：（狌
２犱狊→狌

４犲犳，３），

狉７：（狌
２狊→狌

４犪２犫１，４），狉８：（狌
２犲→狌

４犱，４），

狉９：（狌
２
犳→狌

４犫１，４），狉１０：（狋２ → （狋２，狅狌狋），５），

狉１１：（＋→ （＋，狅狌狋），５），狉１２：（－→ （－，狅狌狋），５）｝

　　运用犚
÷中规则的步骤描述如下：

１）在膜１中，通过执行犚÷１ 中的规则：对象犪１ 和犫２ 被送

到膜２；对象犪２ 和犫１ 被送到膜３。

２）在膜２中，执行犚÷２ 中的规则来计算 （＋／－）犿１×

狀１，并把计算结果送到膜１中。在膜３中，执行犚
÷
３ 中的规则

来计算犿２×狀１，并把计算结果送到膜１中。

３）在膜１中，根据膜２和膜３传来的物质，得到最后的

乘法运算结果。

结束除法运算后，膜１中狋１ 的数量表示运算结果分子的

值，狋２ 的数量表示运算结果分母的值。

例如：对于１
３
÷
－１

２
（见图６，图７），经过初始化得到

狑１犪１１犪
３
２狇
３
１狕
１犫１１犫

２
２狇
２
２。通过执行犚

÷
２ 中的规则：狑

１犪１１狕
１犫２２ 被送到膜

２；犪３２犫
１
１ 被送到膜３。在膜２中，通过执行 犚

÷
２ 中的规则：

狑１犪１１狕
１犫１１ 被消耗，生成多重集狋

２
１－并送到膜１。在膜３中，通过

执行犚÷３ 中的规则：犪
３
２犫
１
１ 被消耗，并生成多重集狋

３
２ 并送到膜１。

在膜１中，得到多重集－狋１１狋
３
２。故

１

３
÷
－１

２
的运算结果为－

２

３
。

图６　运行界面

图６显示了每一次运算过程中执行的规则数，包括一次运

算过程中并行执行的规则数；图７显示了运算后膜结构、膜内

物质、运算结果以及并行执行的次数。由图７可知，完成此次

计算需要的膜结构为５个，执行次数为４６，其中包括并行执

行２０次，同时也是充分利用了膜计算的最大并行性特点；运

算的结果为－
２

３
，运算结果正确。

图７　运行界面

３　结论

分数算术运算是所有计算模型得完成的基本运算。本文的

主要成果是实现了有理数域中膜计算的分数算术运算，为生物

计算机的实际应用打下了良好的基础。本论文研究了如何通过

构造分数Ｐ系统中实现分数乘法和除法运算。为了实现分数

乘法和除法运算，我们分别设计了分数乘法Ｐ系统和分数除

法Ｐ系统，并举出对应的例子和实验仿真进行详细的说明。

后续的研究需要对乘法和除法的运算结果进行处理，主要是分

式约简，以及使用分数表示运算数的表达式求值。
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